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5.1 Θεωρίες Ατµοσφαιρικής ∆ιάχυσης 
 
Η µαθηµατική περιγραφή της κατανοµής των διαφόρων χηµικών ενώσεων 
στην Ατµόσφαιρα µετά την εκποµπή τους είναι µια από τις εφαρµογές των 
ατµοσφαιρικών µοντέλων. Υπάρχουν δύο γενικοί τρόποι περιγραφής της 
τυρβώδους διάχυσης στην Ατµόσφαιρα, η µέθοδος του Euler και η µέθοδος 
του Lagrange. Με τη µέθοδο του Euler η συµπεριφορά του συστήµατος 
εξετάζεται σε ένα σταθερό σύστηµα συντεταγµένων και είναι η πιο 
διαδεδοµένη µέθοδος εξέτασης µεταφοράς µάζας και θερµότητας. Στη µέθοδο 
του Lagrange οι µεταβολές των συγκεντρώσεων περιγράφονται σχετικά µε το 
µεταφερόµενο µέσο (π.χ. αέρας). Οι παραπάνω τρόποι µελέτης οδηγούν σε 
διαφορετικές εξισώσεις που µπορούν να συσχετιστούν, όπως θα εξετάσουµε 
στο παρόν Κεφάλαιο.  
 
5.2 Περιγραφή Euler 
 
Η συγκέντρωση κάθε χηµικής ένωσης κάθε χρονική στιγµή πρέπει να 
ικανοποιεί την ισορροπία µάζας µέσα στον όγκο που περιέχεται. Η εξίσωση 
αυτή είναι η εξίσωση συνέχειας και η απόδειξη της παρουσιάζεται στο 
Παράρτηµα Α του βιβλίου. Η µεταβολή της µάζας µέσα στον όγκο λόγω 
µεταφοράς (convection) αντισταθµίζεται µε µεταφορά µάζας, η οποία 
παράγεται από χηµικές αντιδράσεις και εκποµπές µέσα στον όγκο καθώς και 
από µεταφορά µε µοριακή διάχυση. Η µαθηµατική περιγραφή του φαινοµένου 
για κάθε στοιχείο i µας οδηγεί στην παρακάτω εξίσωση για τη συγκέντρωση ci:  
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όπου uj είναι το j συστατικό της ταχύτητας του µέσου (π.χ. αέρα), Di ο 
συντελεστής µοριακής διάχυσης της ένωσης i, Ri ο ρυθµός παραγωγής της 
ενώσεως i µε χηµικές αντιδράσεις και Si ο ρυθµός εκποµπής της ένωσης i στο 

σηµείο  για χρόνο t.   
→

x
 
Πρέπει να τονίσουµε, ότι ενώ η συγκέντρωση ci ικανοποιεί την εξίσωση 
συνέχειας, πρέπει και οι ταχύτητες του µέσου uj και η θερµοκρασία T να 
ικανοποιούν τις εξισώσεις Navier-Stokes, οι οποίες συνδέονται µέσω των uj, ci 
και T µε την εξίσωση συνέχειας και το νόµο των τελείων αερίων σε αέρια 
συστήµατα. Το θέµα αυτό το έχουµε διαπραγµατευθεί διεξοδικά στο Κεφάλαιο 
3. 
 
Υποθέτουµε ότι οι ρύποι δεν επηρεάζουν τη µετεωρολογία και εκφράζουµε 
την ταχύτητα σε δύο όρους, τη µέση τιµή ( ju ) και τη στοχαστική συνιστώσα 

( ) της ταχύτητας, έτσι ώστε: '
ju '

jjj uuu +=  όπως µελετήσαµε στο Κεφάλαιο 2. 
Στις παρακάτω παραγράφους επιλύουµε την εξίσωση της συνέχειας. 
Αντικαθιστώντας την ταχύτητα στην εξίσωση 5-1 έχουµε:  
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Αναπτύσσοντας επίσης τη συγκέντρωση σε δύο όρους όπως και µε την 
ταχύτητα έχουµε ότι: '

iii ccc += . Ισχύει ότι 0' =ic  και µε βάση τα παραπάνω 
έχουµε:  
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Υψηλότερες τάξεις της παραπάνω εξίσωσης όπου παρουσιάζονται 
υψηλότεροι όροι της µορφής ''' cuu kj  µπορούν να δηµιουργηθούν µε 

πολλαπλασιασµό της παραπάνω σχέσης µε , αφαίρεση από την 
προηγούµενη εξίσωση και παίρνοντας στη συνέχεια το µέσο όρο. Σε κάθε 
περίπτωση όµως έχουµε περισσότερους αγνώστους από αριθµό εξισώσεων, 
που αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως το πρόβληµα ολοκλήρωσης (closure 
problem) της περιγραφής του Euler. Επιπλέον άγνωστοι όροι εµφανίζονται 
επίσης όταν έχουµε µη γραµµικές χηµικές αντιδράσεις. 

'
ju

 
5.3 Περιγραφή Lagrange  
 
Στη µέθοδο του Lagrange επικεντρωνόµαστε στη συµπεριφορά των 
σωµατιδίων του µέσου (fluid particles). Η κίνηση του σωµατιδίου περιγράφεται 

από την τροχιά του. Εισάγουµε την έννοια της πιθανότητας , όπου ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→ tx,ψ

( )1 2 3 1 2 3, , ,x x x t dx dx dxψ = ,x t d xψ
→ →⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι η πιθανότητα το σωµατίδιο να 

βρίσκεται στο χρόνο t σε όγκο που περικλείεται από x1 έως x1+dx1, x2 έως 
x2+dx2 και x3 έως x3+dx3. Από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας έχουµε ότι:  
 

( ) 1, =∫∫∫
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dxtxψ                 (5-4) 

 

Η πυκνότητα πιθανότητας ( ) µπορεί να εκφραστεί ως το 

γινόµενο δύο όρων, της πυκνότητας πιθανότητας ενός σωµατιδίου που 
βρίσκεται στο σηµείο x’ τη χρονική στιγµή t’ να µετατοπιστεί στο σηµείο x τη 
στιγµή t και της πυκνότητας πιθανότητας το σωµατίδιο που ήταν στο x’ τη 
χρονική στιγµή t’ να ολοκληρωθεί ως προς όλα τα αρχικά σηµεία x’. Έχουµε 
ως αποτέλεσµα η πιθανότητα να εκφράζεται ως εξής:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
'

'

,|, txtxQ

 

 4 
 



Ατµοσφαιρική Ρύπανση   Κεφάλαιο 5 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→ tx,ψ

'
'

'

,|,
→∞

∞−

→→∞

∞−

∞

∞−
∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xdtxtxQ               (5-5) 

 
Η παραπάνω σχέση για την πυκνότητα πιθανότητας έχει εκφραστεί για ένα 
σωµατίδιο. Για αριθµό σωµατιδίων m που βρίσκονται αρχικά στο χώρο η 
πυκνότητα πιθανότητας εκφράζεται µε το άθροισµα της πυκνότητας 
πιθανότητας όλων των σωµατιδίων ως εξής:  
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Οπότε εκφράζοντας την ( , )x tψ  σε σχέση µε την αρχική συγκέντρωση 

σωµατιδίων και τη χωρική και χρονική κατανοµή των πηγών ),( txS  των 
σωµατιδίων έχουµε:  
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                   (5-7) 
 
Η παραπάνω εξίσωση είναι η βασική σχέση του Lagrange που διέπει τη µέση 
συγκέντρωση σωµατιδίων σε τυρβώδες µέσο. Ο πρώτος όρος στα δεξιά της 
εξίσωσης (5-7) περιλαµβάνει τη συγκέντρωση που υπάρχει στο χρόνο to ενώ 
ο δεύτερος όρος τη συγκέντρωση που προκύπτει από εκποµπές σε χρόνους 
µεταξύ to και t. Το πρόβληµα που διέπει τη χρήση της παραπάνω σχέσης 
είναι, ότι γενικά είναι δύσκολο να υπολογίσουµε την πυκνότητα πιθανότητας 
µια και δε διαθέτουµε συνήθως λεπτοµερή γνώση των ιδιοτήτων της τύρβης 
εκτός από συγκεκριµένες περιπτώσεις. Επίσης η παραπάνω ανάπτυξη ισχύει 
για την περίπτωση που τα σωµατίδια δεν αντιδρούν χηµικά µεταξύ τους.  
 
 
5.4 Εξισώσεις που διέπουν τη µέση συγκέντρωση των ρύπων σε 
τυρβώδεις συνθήκες  
 
5.4.1 Περιγραφή Euler 
 
Όπως έχουµε δει, η περιγραφή της τυρβώδους διάχυσης µε τη µέθοδο του 
Euler οδηγεί στο πρόβληµα ολοκλήρωσης (closure problem) λόγω της 
παρουσίας καινούργιων µεταβλητών ' '

j iu c , j=1,2,3, όπως και άλλων 

µεταβλητών που εµφανίζονται στον όρο iR  λόγω µη γραµµικών χηµικών 

αντιδράσεων. Χρειάζεται µε κάποια σχέση να συνδέσουµε τους όρους ' '
j iu c  

µε τη µέση συγκέντρωση  και αυτό γίνεται στη βιβλιογραφία µε τη 
µέθοδο του µήκους ανάµιξης (mixing length) που παρουσιάζεται στο 
Κεφάλαιο 3. Στη µέθοδο αυτή υποθέτουµε ότι: 

ic< >
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k
jkj x

c
Kcu

∂

∂
−=''   j=1,2,3              (5-8) 

 
όπου ο όρος Kjk ονοµάζεται συντελεστής διάχυσης (eddy diffusivity) και η 
έκφραση (5-8) είναι η µαθηµατική έκφραση της K θεωρίας. Επιλέγουµε τους 
άξονες του συστήµατος συντεταγµένων να συµπίπτουν µε τους κύριους 
άξονες του τανυστή της διάχυσης Kjk µε αποτέλεσµα µόνο οι όροι Κ11, Κ22, Κ33 
να είναι διαφορετικοί από το µηδέν και άρα να έχουµε:  
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Για την εξίσωση διάχυσης κάνουµε δύο βασικές υποθέσεις: (α) η µοριακή 
διάχυση είναι αµελητέα σε σχέση µε τη διάχυση λόγω τύρβης:  
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και (β) ότι η Ατµόσφαιρα είναι ασυµπίεστη:  
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Μετά τις παραπάνω παραδοχές καταλήγουµε στην παρακάτω µορφή της 
ατµοσφαιρικής εξίσωσης διάχυσης:  
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Μπορεί να αποδειχθεί, ότι η παραπάνω εξίσωση περιγράφει την 
ατµοσφαιρική διάχυση µε χηµικές αντιδράσεις, όταν οι χηµικές αντιδράσεις 
είναι αργές (πιο αργές από τη µεταφορά των ρύπων) και η κατανοµή των 
πηγών οµαλή.  
 
5.4.2 Περιγραφή Lagrange  
 
Θα εξετάσουµε την επίλυση της εξίσωσης διάχυσης στο σύστηµα 
συντεταγµένων του Lagrange. Λαµβάνουµε αρχικά την εξίσωση διάχυσης (5-
3) χωρίς τον όρο της µοριακής διάχυσης και των χηµικών αντιδράσεων και 
εξετάζουµε την επίλυση της για την περίπτωση της µονοδιάστατης ροής. 
Υποθέτουµε ότι έχουµε µόνο ένα όρο πηγής S(x,t) και εποµένως η εξίσωση 
διάχυσης εκφράζεται ως εξής: 
 

( ) ( txScu )
xt
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Λόγω του ότι η u είναι τυχαία ποσότητα τότε και η τιµή της c είναι τυχαία. 
Οπότε ζητάµε να βρούµε µια αναλυτική λύση για τη συγκέντρωση c για 
ορισµένες τιµές του u. Υποθέτουµε, ότι η u είναι ανεξάρτητη του x και 
εξαρτάται µόνο από t. Υποθέτουµε επίσης, ότι η πυκνότητα πιθανότητας για 
την u(t) είναι Γκαουσιανή µε αποτέλεσµα να έχουµε:  
 

( )
( )

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
−= 2

2

2/1 2
exp

2
1

uu
u

uuup
σσπ

             (5-14) 

 
µε µέση τιµή της ταχύτητας u  και διασπορά σu. Υποθέτουµε επίσης, ότι η u(t) 
είναι µια σταθερή τυχαία διεργασία (stationary random process), όπου η 
συσχέτιση για την ταχύτητα δίνεται από τη σχέση:  
 

( )( ) ( )( ) ( )||exp2 τστ −−=−− tbuuutu u             (5-15) 

 
Η λύση της σχέσης (5-15) για µεταβλητή πηγή S(t) στο x=0 είναι:  
 

( ) ( )( ) ( τττδ dStXxtxc
t

∫ −=
0

,, )  όπου           (5-16) ( ) ( ) '', dttutX
t

∫=
τ

τ

όπου δ(x) η συνάρτηση δέλτα (δ(0)=1, δ(x)=0 όταν x≠0). 
 
Η παραπάνω σχέση δηλώνει, ότι το µέγιστο της συσχέτισης µεταξύ των 
ταχυτήτων σε δύο χρονικές στιγµές συµβαίνει, όταν οι χρόνοι είναι ίδιοι και 
ισούται µε σu

2. Όσο αυξάνεται η απόσταση µεταξύ των ταχυτήτων u(t) και u(τ) 
τόσο η συσχέτιση φθίνει εκθετικά µε χαρακτηριστικό χρόνο 1/b. Επίσης η 
έννοια της σταθερής τυχαίας διεργασίας αναφέρεται στο ότι οι στατιστικές 
ιδιότητες της ταχύτητας u σε δύο διαφορετικές χρονικές στιγµές t και τ 
εξαρτώνται από τη διαφορά t-τ και όχι από τα ίδια t και τ.  
 
Η επίλυση της σχέσης (5-16) µετά από σειρά αλγεβρικών πράξεων δίνει:  
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Σε τρεις διαστάσεις η επίλυση εκφράζεται ως:  
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
−=

t
z

t
y

t
tux

ttt
tzyxc

zyxzyx
2

2

2

2

2

2

2/3 222
exp

2
1,,,

σσσσσσπ
      (5-18) 

 
5.4.3 Λύση της εξίσωσης διάχυσης για µη συνεχή πηγή µε τη µέθοδο του 
Euler 
 
Στην παράγραφο αυτή θα λύσουµε την εξίσωση διάχυσης για την περίπτωση 
µιας σηµειακής πηγής που εκπέµπει ρύπους δυναµικότητας S στην αρχή του 
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συστήµατος συντεταγµένων για άπειρο µέσο µε ταχύτητα u  στην κατεύθυνση 
x. Από την εξίσωση (5-12) και υποθέτοντας ότι τα Kxx, Kyy και Kzz είναι 
σταθερές ποσότητες έχουµε:  
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υπό συνθήκες ( ) ( ) ( ) ( )zyxSzyxc δδδ=0,,,  και ( ), , , 0 0c x y z =  όταν 

, ,x y z →±∞ . Η συνάρτηση δ(x) είναι η συνάρτηση δέλτα (δ(0)=1, δ(x)=0 όταν 
x≠0).  
 
Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι: 
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−=

tK
z

tK
y

tK
tux

KKKt
Stzyxc

zzyyxxzzyyxx 444
exp

8
,,,

222

2/12/3π
       (5-20) 

 
και εξετάζοντας την εξίσωση (5-20) και (5-12) καταλήγουµε ότι οι λύσεις του 
Euler και του Lagrange συµπίπτουν όταν ,  και 

. 

tK xxx 22 =σ tK yyy 22 =σ

tK zzz 22 =σ
 
5.5 Μοντέλο θυσάνου του Gauss. 
 
Για την περιγραφή της διασποράς των ρύπων στην Ατµόσφαιρα 
χρησιµοποιούνται σε πολλές περιπτώσεις µοντέλα, στα οποία θεωρείται ότι η 
κατανοµή των ρύπων µετά την απελευθέρωση τους από την πηγή είναι 
κανονική (Γκαουσιανή κατανοµή), όπως εξετάσαµε στις προηγούµενες 
παραγράφους. Τα µοντέλα αυτά ονοµάζονται µοντέλα θυσάνου Gauss ή 
Γκαουσιανά.  
 
Τα µοντέλα θυσάνου Gauss χρησιµοποιούνται σήµερα ευρύτατα καθώς έχει 
διαπιστωθεί µετά από σύγκριση µε πειραµατικές µετρήσεις, ότι περιγράφουν 
ρεαλιστικά τη διασπορά των ρύπων σε µια στάσιµη Ατµόσφαιρα. Όπως 
έχουµε µελετήσει στο παρόν Κεφάλαιο σε ένα ορθογώνιο σύστηµα 
συντεταγµένων, του οποίου η αρχή βρίσκεται στο έδαφος, αν ο άξονας x’x 
βρίσκεται στη διεύθυνση του ανέµου, ο άξονας y’y κάθετα στη διεύθυνση του 
ανέµου και ο άξονας z’z κατακόρυφα, η συγκέντρωση ενός αέριου ρύπου σε 
σηµείο µε συντεταγµένες (x,y,z) περιγράφεται από την εξίσωση: 
 

                 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−= 2

z

2

2
y

2

zy 2σ
z)(Hexp

2σ
yexp

uσσ  2π
Qz)y,c(x,  

 
όπου c(x,y,z) είναι η συγκέντρωση του αέριου ρύπου στο σηµείο (x,y,z) 
εκφρασµένη συνήθως σε µg/m3, Q ο ρυθµός εκποµπής του αέριου ρύπου, 
εκφρασµένος συνήθως σε µg/s, u η ταχύτητα του ανέµου σε m/s, σy και σz οι 
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τυπικές αποκλίσεις της κατανοµής στους άξονες y’y και z’z αντίστοιχα και Η το 
ενεργό ύψος εκποµπής του θυσάνου. 
 
Οι προϋποθέσεις για να µπορεί να εφαρµοστεί µε επιτυχία ένα µοντέλο 
θυσάνου Gauss και να δώσει αξιόπιστα αποτελέσµατα είναι οι ακόλουθες: 
 

1) Η εκποµπή των ρύπων θα πρέπει να είναι συνεχής ή τουλάχιστον να 
γίνεται για µια χρονική περίοδο, η οποία είναι µεγαλύτερη από το χρόνο 
διαδροµής του ρύπου από την πηγή µέχρι το σηµείο που θέλουµε να 
υπολογίσουµε τη συγκέντρωση. 

2) Οι ρύποι να είναι χηµικά αδρανείς καθώς στο µοντέλο θυσάνου του 
Gauss δεν λαµβάνονται υπόψη χηµικές αντιδράσεις. 

3) Στη διεύθυνση του ανέµου η µεταφορά των ρύπων κυριαρχεί της 
τυρβώδους διάχυσης.  

4) Η διάµετρος των αιωρούµενων σωµατιδίων να είναι µικρότερη από 20 
µm ώστε να παραµένουν αιωρούµενα στην Ατµόσφαιρα για τις 
χρονικές κλίµακες που εξετάζουµε. 

5) Όπως φαίνεται από την εξίσωση της συγκέντρωσης για την εφαρµογή 
του µοντέλου θα πρέπει η προς µελέτη περιοχή να βρίσκεται σε 
στάσιµη κατάσταση, όσον αφορά τις µετεωρολογικές παραµέτρους και 
τις παραµέτρους ευστάθειας τουλάχιστον για το χρονικό διάστηµα που 
χρειάζεται για να µεταφερθούν οι ρύποι από την πηγή στους 
αποδέκτες. Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται σχετικά εύκολα στις 
περισσότερες περιπτώσεις. Για παράδειγµα αν έχουµε µεταφορά 
ρύπων σε αποστάσεις από την πηγή µικρότερες των 10 Km και η 
ταχύτητα του ανέµου είναι 5 m/s, ο χρόνος µεταφοράς των ρύπων είναι 
περίπου 35 λεπτά. 

 
Θα πρέπει να τονίσουµε, ότι κατά την εφαρµογή ενός Γκαουσιανού µοντέλου 
διασποράς υπολογίζονται µέσες συγκεντρώσεις των ρύπων σε διάφορα 
σηµεία γύρω από τις πηγές εκποµπής. Υπάρχει διαφορά ανάµεσα στην 
κατανοµή των στιγµιαίων και των µέσων συγκεντρώσεων. Η στιγµιαία 
συγκέντρωση του ρύπου δεν ακολουθεί την κανονική κατανοµή. Όµως η 
κατανοµή της µέσης συγκέντρωσης εµφανίζει γκαουσιανή κατανοµή στην 
εγκάρσια διεύθυνση και σε µικρότερο βαθµό στην κατακόρυφη διεύθυνση. 
Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα, πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το χρονικό διάστηµα 
που λαµβάνονται οι µέσες τιµές ώστε να παρουσιάζουν οι µέσες 
συγκεντρώσεις κανονική κατανοµή. Τις περισσότερες φορές υπολογίζονται οι 
µέσες ωριαίες συγκεντρώσεις. Υπάρχουν όµως ενδείξεις, ότι η κατανοµή του 
Gauss εµφανίζεται και σε περιπτώσεις που οι µέσες τιµές υπολογίζονται για 
χρονικό διάστηµα λίγων δεκάδων λεπτών. 
 
Από την εξίσωση του θυσάνου του Gauss παρατηρούµε, ότι ένα Γκαουσιανό 
µοντέλο δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις που η ταχύτητα του 
ανέµου τείνει στο µηδέν (περιπτώσεις άπνοιας). Στην πράξη στις περιπτώσεις 
αυτές λαµβάνεται ταχύτητα ανέµου ίση µε 0,5 ή 1 m/s ανάλογα µε το µοντέλο 
που χρησιµοποιείται. 
 
5.5.1 Περιορισµοί του µοντέλου θυσάνου του Gauss. 
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Α) Συνθήκες µεγάλης αστάθειας 
 
Όταν στην Ατµόσφαιρα επικρατούν συνθήκες µεγάλης αστάθειας, η ροή στο 
οριακό στρώµα είναι τυρβώδης και εµφανίζονται έντονες ανοδικές και 
καθοδικές κινήσεις του αέρα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα οι ρύποι που 
εκλύονται από µία πηγή να µεταφέρονται πολύ γρήγορα στο ανώτερο όριο 
του οριακού στρώµατος ή στο έδαφος. Οι ανοδικές αναταρακτικές κινήσεις 
έχουν µεγαλύτερες ταχύτητες από τις καθοδικές κινήσεις και καταλαµβάνουν 
µικρότερη επιφάνεια. Έτσι οι ρύποι έχουν µεγαλύτερη πιθανότητα να βρεθούν 
σε µία καθοδική ροή αέρα, παρά σε µία ανοδική, µε τελικό αποτέλεσµα ο 
κεντρικός άξονας του θυσάνου αρχικά να κατέρχεται. Συνολικά ο θύσανος 
κινείται προς το έδαφος ή προς τη βάση του οριακού στρώµατος, ανάλογα µε 
τη ροή αέρα που συναντάει. Η παράµετρος αυτή δε λαµβάνεται υπόψη στα 
Γκαουσιανά µοντέλα και απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή κατά την εφαρµογή 
τους σε συνθήκες µεγάλης αστάθειας. 
 
Β) Εκποµπές κοντά στο έδαφος 
 
Όταν οι εκποµπές γίνονται πολύ κοντά στο έδαφος δηµιουργούνται 
προβλήµατα στην εφαρµογή των Γκαουσιανών µοντέλων εξαιτίας της 
µεταβολής της ταχύτητας του ανέµου και της δοµής της τύρβης. Πιο 
συγκεκριµένα η ταχύτητα του ανέµου κοντά στο έδαφος µεταβάλλεται 
λογαριθµικά µε το ύψος µε αποτέλεσµα να είναι δύσκολη η επιλογή µίας 
αντιπροσωπευτικής ταχύτητας για ολόκληρο το οριακό στρώµα. Επίσης η ροή 
της τύρβης δεν είναι οµοιογενής στην κατακόρυφη διεύθυνση και αποκλίνει 
από την Γκαουσιανή κατανοµή. Η εγκάρσια κατανοµή για εκποµπές κοντά στο 
έδαφος εξακολουθεί να είναι κανονική. 
 
5.5.2 Υπολογισµός των συντελεστών yσ  και zσ . Μέθοδος Ευστάθειας  
 
Οι συντελεστές διάχυσης (σ) καθορίζονται έπειτα από µετρήσεις. Είναι 
επιστηµονικά σωστή πρακτική να υπολογίζονται οι συντελεστές διάχυσης για 
κάθε συγκεκριµένη τοποθεσία µελέτης έτσι, ώστε τα παρεπόµενα αυτών 
αποτελέσµατα να είναι ακριβή και να ανταποκρίνονται στην εκάστοτε περιοχή 
µελέτης και µόνο. Ο προσδιορισµός αυτών των συντελεστών είναι σχετικά 
εύκολος όταν αναφερόµαστε σε κάποια περιοχή κοντά στο έδαφος µε γρασίδι 
ή καλλιέργεια, ενώ γίνεται πιο πολύπλοκος όταν αναφερόµαστε σε µια αστική 
περιοχή που περιβάλλεται από κτίρια. Οι συντελεστές διάχυσης εξαρτώνται 
από την τάξη σταθερότητας, από την κατάντη απόσταση και το µέσο χρόνο 
απο τη στιγµή που άρχισε η διασπορά (Schnelle και Dey, 1999).  
 
Οι τιµές στη βιβλιογραφία για τις συναρτήσεις yσ  και zσ  ως συνάρτηση της 
απόστασης από την πηγή και της ευστάθειας έχουν υπολογιστεί από µερικά 
πειράµατα στις δεκαετίες του ‘50 και ‘60 (Hanna et al., 1981). Η περιοχή του 
πειράµατος ήταν οµοιόµορφη, οι εκποµπές έγιναν σε επίπεδο κοντά στο 
έδαφος και οι µετρήσεις της συγκέντρωσης έγιναν σε αποστάσεις µικρότερες 
του ενός χιλιοµέτρου. Τα πειράµατα αυτά οδήγησαν στις καµπύλες του 
Pasquill το 1961 (Σχήµα 5-1). Οι διακεκοµµένες γραµµές οφείλονται στο ότι τα 
πειράµατα έγιναν µέχρι απόστασης ενός χιλιοµέτρου και η συνέχιση των 
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καµπύλων ισχύει σε ιδανικές συνθήκες. Ενδεχοµένως θα υπάρχουν 
µετατοπίσεις από τις καµπύλες αυτές µια και οι συνθήκες στην Ατµόσφαιρα 
απέχουν πολύ από το να είναι ιδανικές.  
 
Αναλυτικές εκφράσεις για τις συναρτήσεις σy και σz (συντελεστές διάχυσης 
στις κατευθύνσεις x και y) έχουν δοθεί στη βιβλιογραφία. Μία από τις αρχικές 
εκφράσεις δόθηκε το 1968 από τον Smith που παρουσίασε ωριαίες µετρήσεις 
σε απόσταση µέχρι 10 χιλιόµετρα από µια πηγή ύψους 108 µέτρων. Σύµφωνα 
µε τις µετρήσεις του Smith προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις για τα σy και σz: 
 

b
y xa=σ  και               (5-21) d

z xc=σ
 
Πιο πρόσφατα δεδοµένα έχουν παρουσιαστεί από τον Briggs (Hanna et al., 
1981) (Πίνακας 5-1). Τιµές των συντελεστών a, b, c, και d µπορούν να 
ληφθούν από τις τιµές του εθνικού εργαστηρίου του Brookhaven, USA 
(Πίνακας 5-2).  

Πίνακας 5-1: Σχέσεις προτεινόµενοι από τον Briggs (1973) για ( )xyσ  και ( )xzσ  (102 < 
x < 104 m). 

Κατηγορία Σταθερότητας ( )xyσ  ( )xzσ  
Συνθήκες ανοιχτού πεδίου 

A 0.22 x (1+0.0001 x)-1/2 0.20 x 
B 0.16 x (1+0.0001 x)-1/2 0.12 x 
C 0.11 x (1+0.0001 x)-1/2 0.22 x (1+0.0002 x)-1/2 
D 0.08 x (1+0.0001 x)-1/2 0.22 x (1+0.0015 x)-1/2 
E 0.06 x (1+0.0001 x)-1/2 0.22 x (1+0.0003 x)-1/2 
F 0.04 x (1+0.0001 x)-1/2 0.22 x (1+0.0003 x)-1/2 

Συνθήκες πόλεων 
A-B 0.32 x (1+0.0004 x)-1/2 0.22 x (1+0.001 x)1/2 
C 0.22 x (1+0.0004 x)-1/2 0.20 x 
D 0.16 x (1+0.0004 x)-1/2 0.14 x (1+0.0003 x)-1/2 

E-F 0.11 x (1+0.0004 x)-1/2 0.08 x (1+0.00015 x)-1/2 

Πίνακας 5-2: Παράµετροι των σχέσεων  και . b
y xa=σ d

z xc=σ

 Παράµετρος 
Κατηγορία 

Σταθερότητας 
a b c d 

B2 0.40 0.91 0.41 0.91 
B1 0.36 0.86 0.33 0.86 
C 0.32 0.78 0.22 0.78 
D 0.31 0.71 0.06 0.71 

 
Πίνακας 5-3: Εξισώσεις που χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό του yσ  σε ανοιχτό 
πεδίο.  

Κατηγορία Σταθερότητας Εξίσωση για TH 
A TH=24.1670-2.5334 ln(x) 
B TH=18.3330-1.8096 ln(x) 
C TH=12.5000-1.0857 ln(x) 
D TH=8.3330-0.72382 ln(x) 
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E TH=6.2500-0.54287 ln(x) 
F TH=4.1667-0.36191 ln(x) 

 
 

 
 
 

 
Σχήµα 5-1: Καµπύλες των συναρτήσεων yσ  και zσ  βασισµένες στους υπολογισµούς 
του Pasquill (Hanna et al., 1981). 
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Ο Pasquill το 1961 πρότεινε ένα σχήµα τύρβης που έγινε γνωστό ως 
µεθοδολογία των Pasquill-Gifford. Υπολογισµοί για την κατακόρυφη και 
οριζόντια διασπορά των ρύπων έγιναν ως συνάρτηση της κλάσεως 
σταθερότητας από Α έως F. Γραφική παράσταση των συντελεστών Pasquill-
Gifford παρουσιάζονται στο Σχήµα 5-1, ενώ οι µαθηµατικές συναρτήσεις 
δίνονται στον Πίνακα 5-1.  
 
Τα τελευταία χρόνια η Αµερικανική Επιτροπή Προστασίας του Περιβάλλοντος 
(ΕPA) προτείνει εναλλακτική µεθοδολογία για τον υπολογισµό του yσ  σε 
ανοιχτό πεδίο:  
 

1000 tan( )
2.15y
x THσ =                (5-22) 

 
όπου x είναι η απόσταση κατά τη διεύθυνση του ανέµου σε χιλιόµετρα, ενώ το 

yσ  δίνεται σε µέτρα. Οι εξισώσεις για την τιµή του TH από την εξίσωση 5-22 
δίνονται στον Πίνακα 5-3. Για το zσ  χρησιµοποιείται η σχέση , όπου 
το x δίνεται σε χιλιόµετρα και το 

b
z a xσ =

zσ  σε µέτρα. Γραφική αναπαράσταση της 
Γκαουσιανής διασποράς των ρύπων από µια καµινάδα παρουσιάζονται στο 
Σχήµα 5-2, όπου παρουσιάζεται η µεταβολή της συγκέντρωσης των ρύπων 
κατά την οριζόντια και κατακόρυφη διεύθυνση. 
 
 

Σχήµα 5-2: Γκαουσιανή περιγραφή της εκποµπής των ρύπων από καµινάδα. 
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5.5.3 Ανύψωση πλουµίου  
 
Όταν τα απαέρια µίας καµινάδας έχουν µεγαλύτερη θερµοκρασία από αυτή 
του περιβάλλοντος, τότε το πλούµιο ανέρχεται λόγω θερµοκρασιακής 
άνωσης. Επίσης η άνυψωση του πλουµίου λαµβάνει χώρα, όταν τα απαέρια 
εξέρχονται µε µεγάλη ταχύτητα από την καµινάδα. Ορισµένα πλούµια 
εκπέµπονται έχοντας ίδια θερµοκρασία µε αυτήν του περιβάλλοντος, αλλά 
ανυψώνονται λόγω των χαρακτηριστικών των ρύπων που εκπέµπονται 
(πυκνότητα και σύνθεση). Αυτά τα αέρια παρουσιάζουν θετική ανύψωση εάν 
είναι ελαφρότερα από τον αέρα και αρνητική ανύψωση εάν είναι βαρύτερα 
από τον αέρα (Schnelle και Dey, 1999).  
 
Η ανύψωση του πλουµίου ζεστών αερίων περιγράφεται από τα ακόλουθα 
στάδια (Σχήµα 5-3):  
 
(1) Θερµικό στάδιο, το οποίο χαρακτηρίζεται από:  
 - ανάµιξη λόγω ιδίας τύρβης, 
 - συγκράτηση µέτριας ανύψωσης και επίπεδου σχήµατος, 
 - εφαρµογή γραµµικού θερµικού µοντέλου και τέλος 

- περιγραφή του φαινοµένου από τον Briggs που θεωρεί, ότι το 
πλούµιο φθάνει το µέγιστο ύψος ανύψωσης στο στάδιο αυτό.  
 

(2) Στάδιο διάσπασης, το οποίο χαρακτηρίζεται από:  
 - κυριαρχία της ατµοσφαιρικής τύρβης,  
 - διάσπαση του πλουµίου σε µικρά τµήµατα και  

- βηµατική αύξηση της διαµέτρου του πλουµίου. 
 

(3) Στάδιο διάχυσης, το οποίο χαρακτηρίζεται από:  
 - κυριαρχία της ατµοσφαιρικής τυρβώδους διάχυσης,  
 - συγκρότηση του πλουµίου– ακόµα µεγαλύτερη διάχυση και 
 - σχετικά αργή ανάπτυξη.  
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Σχήµα 5-3: Γραφική περιγραφή της ανύψωσης του πλουµίου.  

 
 
Έχοντας ως στόχο την εκποµπή των ρύπων σε µεγαλύτερο ύψος οι ρύποι 
από τις καµινάδες απελευθερώνονται µε θερµοκρασίες µεγαλύτερες από την 
θερµοκρασία του γύρω αέρα και µε µεγάλη ορµή. Ως αποτέλεσµα το ενεργό 
ύψος της καµινάδας (h) είναι το άθροισµα του κανονικού ύψους της καµινάδας 
(hs) και της ανύψωσης του πλουµίου (∆h) και εκφράζεται ως:  
 

hhh s ∆+=                 (5-23) 
 
Ο υπολογισµός της ανύψωσης του πλουµίου είναι αρκετά δύσκολη υπόθεση 
καθώς εξαρτάται από πολλές παραµέτρους όπως η υπάρχουσα 
µετεωρολογία, η διαφορά θερµοκρασίας µεταξύ του πλουµίου και του αέρα 
όπως και η ταχύτητα ανύψωσης. Βασιζόµενοι στις αρχικές συνθήκες το 
πλούµιο µπορεί να χαρακτηριστεί ως:  
 
Ανυψωµένο πλούµιο (Buoyant plume) όπου έχουµε αρχική ανύψωση >> 
αρχική ορµή,   
 
∆υναµικό πλούµιο (Forced plume) µε αρχική ανύψωση ≅  αρχική ορµή και 
τέλος,  
 
Τζέτ µε αρχική ανύψωση << αρχική ορµή.  
 

 15 
 



Ατµοσφαιρική Ρύπανση   Κεφάλαιο 5 

 

Η ανύψωση του πλουµίου εκφράζεται συνήθως από την εξίσωση a

b

u

xEh =∆ . 

Ως παράδειγµα δίνουµε τους συντελεστές a, b και E για ουδέτερες και µη 
σταθερές συνθήκες ως α=1, b=0 και E=7,4 (F h2 )1/3 όπου F είναι ο 
συντελεστής ανύψωσης ροής και ισούται µε ( )2 / 4s s aF g d V T T T= − s  σε 

µονάδες και g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας m s-2, d η διάµετρος 
της καµινάδας (m), Ta είναι η θερµοκρασία του αέρα στο ύψος της καµινάδας 
(K), Ts είναι η θερµοκρασία του εξερχόµενου αέρα από την καµινάδα (K) και 
Vs είναι η ταχύτητα εξόδου από την καµινάδα (m s-1). Επίσης ένας ευρύτατα 
διαδεδοµένος τύπος που χρησιµοποιείται στους υπολογισµούς της  είναι ο 
τύπος του Holland:  

4 3m s−

h∆
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
×+=∆ −

s
s

asss r
T

TT
P

u
rV

h 21068.25.1
2 2            (5-24) 

 
όπου rs είναι η ακτίνα της καµινάδας στην έξοδο της (m) και P είναι η 
ατµοσφαιρική πίεση (kPa).  
 
5.6 Αναλυτικές Λύσεις της Ατµοσφαιρικής ∆ιάχυσης 
 
Στο Κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε τη γενική µορφή των αναλυτικών 
Γκαουσιανών λύσεων για τη διασπορά των ρύπων στην Ατµόσφαιρα. Σε κάθε 
µέθοδο υπολογισµού που αναπτύσσεται πρέπει η συγκέντρωση να 
εκφράζεται απευθείας ανάλογα της δυναµικότητας της πηγής και αντιστρόφως 
ανάλογα της µέσης ταχύτητας του ανέµου. Τα Γκαουσιανά µοντέλα έχουν 
αυτές τις προϋποθέσεις, όπως έχουµε µελετήσει. Επίσης τα Γκαουσιανά 
µοντέλα περιλαµβάνουν παραµετροποιήσεις για τη διασπορά των ρύπων 
µέσω των συντελεστών σ και Κ που εκφράζουν την αναλογία του βαθµού 
ανάµιξης όπως µετράται από την ένταση της τύρβης στα συστήµατα 
συντεταγµένων Lagrange και Euler αντίστοιχα. ∆εν υπάρχει κάποιο βασικό 
µοντέλο στη φυσική που να περιγράφει επακριβώς τη τυρβώδη διάχυση στην 
Ατµόσφαιρα. Το µοντέλο διάχυσης µε την εφαρµογή των συντελεστών 
διάχυσης Κ προκύπτει από ένα ισοζύγιο µάζας σε έναν ορισµένο όγκο 
ελέγχου, όπως εξετάσαµε λεπτοµερώς στο Κεφάλαιο 3. Παρόµοια 
αποτελέσµατα προκύπτουν µε την εφαρµογή της στατιστικής θεωρίας της 
τύρβης απο την οποία προκύπτει ένα µοντέλο, το οποίο έχει τα ίδια 
χαρακτηριστικά όπως το µοντέλο διάχυσης µε συντελεστή διάχυσης Κ 
(Schnelle και Dey, 1999). 
 
Έχουµε περιγράψει στο παρόν Κεφάλαιο, ότι κάτω από ορισµένες ιδεατές 
συνθήκες η µέση συγκέντρωση των ρύπων που εκλύονται από κάποια 
σηµειακή πηγή έχει Γκαουσιανή κατανοµή. Θα παρουσιάσουµε στο παρόν 
κεφάλαιο τις αναλυτικές λύσεις της Γκαουσιανής µορφής κάνοντας 
διαφορετικές υποθέσεις για τον τρόπο µε τον οποίο αντιδρά ο ρύπος που 
διαχέεται µε την επιφάνεια του εδάφους και για το ύψος του οριακού 
στρώµατος. Θα ακολουθήσουµε την ανάπτυξη που έχει γίνει µε τη µέθοδο του 
Lagrange. Η µέση συγκέντρωση του ρύπου δίνεται από την παρακάτω σχέση:  
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                  (5-25) 
 
Η πυκνότητα πιθανότητας Q (transition probality density) εκφράζει την 
πιθανότητα, ότι ένα υποθετικό σωµατίδιο που είναι στο σηµείο x’, y’, z’ τη 
χρονική στιγµή t’ θα βρεθεί στο σηµείο x, y, z τη χρονική στιγµή t. Σε συνθήκες 
µη µεταβαλλόµενης οµογενούς τύρβης η πιθανότητα Q έχει Γκαουσιανή 
µορφή. Στην περίπτωση της µέσης ταχύτητας ανέµου κατά µήκος του άξονα x 
µε 0== wυ  σε άπειρο µέσο έχουµε για την Q την παρακάτω σχέση:  
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                  (5-26) 
 
Λόγω του ότι µας ενδιαφέρει η επίδραση της επιφάνειας της Γης στην 
κατακόρυφη διασπορά των ρύπων χωρίζουµε την παραπάνω έκφραση του Q 
σε δύο µέρη, ώστε να υπολογίσουµε την επίδραση στην κατακόρυφη 
διεύθυνση z:  
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                  (5-27) 
 
Υπολογίζουµε την έκφραση του ( )'' ,|, tztzQz  για διάφορες πιθανότητες: (α) 
ολική ανάκλαση, (β) ολική απορρόφηση, (γ) µερική απορρόφηση και για δύο 
µορφές του οριακού στρώµατος (H): (α) ∞≤≤ z0 , (β)  χωρίς 
διάχυση πάνω από το H. Στις παρακάτω σχέσεις παρουσιάζουµε τη 
µαθηµατική έκφραση για το 

Hz ≤≤0

( )'' ,|, tztzQz  από συνεχείς σηµειακές πηγές 
(Γκαουσιανή σχέση Πλουµίου) για οµογενή τύρβη.  
 
Ολική ανάκλαση στο z=0  
 
Υποθέτουµε ότι η παρουσία της επιφάνειας στο z=0 µπορεί να υπολογιστεί 
προσθέτοντας τη συγκέντρωση από µια υποθετική πηγή στο σηµείο z= -z’ 
στην πηγή που υπάρχει στο σηµείο z= z’ για . Υποθέτουµε επίσης ότι 

. Η τελική έκφραση του 
0≥z

∞≤≤ z0 ( )'' ,|, tztzQz  µπορεί να γραφεί ως:  
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          (5-28) 

 
Ολική απορρόφηση στο z=0  
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Στην περίπτωση που η επιφάνεια της Γης είναι τέλειος απορροφητής τότε η 
συγκέντρωση στο z=0 είναι µηδέν. Η µορφή του ( )'' ,|, tztzQz  έχει ανάλογη 
µορφή µε την περίπτωση της ολικής ανάκλασης µε τη διαφορά, ότι τώρα 
αφαιρούµε την επίδραση από την υποθετική πηγή στο z= -z’. Το αποτέλεσµα 
(για ) είναι:  ∞≤≤ z0
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          (5-29) 

 
Η µέση συγκέντρωση ρύπων από συνεχή πηγή (ολική ανάκλαση) έντασης q 
σε ύψος h πάνω από την επιφάνεια της Γης δίνεται από τη σχέση:  
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Υπολογίζουµε τη σχέση στο όριο 0→xσ  (slender plume) µε αποτέλεσµα:  
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     (5-31) 

 
Για επιφάνεια µε ολική απορρόφηση z=0:  
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Στον Πίνακα 5-4 παρουσιάζουµε διάφορες σχέσεις για συγκέντρωση ρύπων 
που εκπέµπονται από σηµειακές συνεχείς και µη πηγές. 
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Πίνακας 5-4: Σχέσεις διάχυσης από σηµειακές Γκαουσιανές πηγές (Πηγή:  Seinfeld and Pandis, 1999). 
Μέση Συγκέντρωση Υποθέσεις 
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Τοπική απορρόφηση στο z=0 
( )0,0,uu =  
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Hz ≤≤0  
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βλλ =Hnn tan    και zzd K/υβ =  
 
 
Γκαουσιανή σχέση Πλουµίου 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−×⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= 2

2

2

2

2

2

2
exp

2
exp

2
exp

2
,,

zzyzy

hzhzy
u

qzyxc
σσσσσπ

 

 

 
Ολική ανάκλαση στο z=0 
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Ολική απορρόφηση στο z=0 
( )0,0,uu =  
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Υπόθεση Slender 

∞≤≤ z0  
 

Γκαουσιανή σχέση Πλουµίου 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ∑

∞

=
2

222

1 2
exp

2
expcoscos

2
1

2
2,,

y

z

ny

y
H
n

H
hn

H
zn

Hu
qzyxc

σ
σπππ

σπ
 

 
Ολική ανάκλαση στο z=0 

( )0,0,uu =  
( ) ( ) ( )hzyxqS −= δδδ  

hz ≤≤0  
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5.7 ∆ισδιάστατη, χρονικά ανεξάρτητη επιφανειακή συνεχής γραµµική 
πηγή µε µεταβαλλόµενες τιµές ταχύτητας και συντελεστή διάχυσης.  
 
Η διάχυση από µια µεγάλης δυναµικότητας συνεχή γραµµική πηγή που 
εκπέµπει κάθετα στον άνεµο περιγράφεται από την παρακάτω απλοποιηµένη 
εξίσωση (Hanna et. al., 1981):  
 

( )
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x
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=
∂
∂ /                 (5-33) 

 
µε τις εξής οριακές συνθήκες:  
 

0→C όταν ∞→= zx                              
 

∞→C  όταν  0→= zx
 

0→
∂
∂

z
CK z  όταν  και  0→z 0>x

 

lQdzCu =∫
∞

0
 όταν  0>x

 
όπου Ql είναι η δυναµικότητα της συνεχούς γραµµικής πηγής. Η τρίτη κατά 
σειρά οριακή συνθήκη επιβεβαιώνει, ότι δεν υπάρχει παροχή αέριου ρύπου 
στο κατώτατο όριο (π.χ. στο έδαφος). 
 
Οι λύσεις του παραπάνω συστήµατος αναφέρονται µόνο σε πηγές που 
βρίσκονται στο επίπεδο του εδάφους. Στη βιβλιογραφία δίνονται οι εξής 
σχέσεις:  
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Εποµένως η γενική λύση παίρνει τη µορφή:  
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1

11
2
1

1

1

2
exp

22
2

,   

       (5-36) 
 

 όπου: 
2

1
+−

+
=

nm
ms ,και  Γ η συνάρτηση γάµµα.  
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Πίνακας 5-5: Συνάρτηση Γάµµα1 

M n S Γ(s) 
0.9 0.1 0.679 1.33 
0.8 0.2 0.692 1.31 
0.7 0.3 0.708 1.29 
0.6 0.4 0.727 1.26 
0.5 0.5 0.750 1.23 
0.4 0.6 0.778 1.19 
0.3 0.7 0.813 1.15 
0.2 0.8 0.857 1.11 
0.1 0.9 0.917 1.06 
0 0 0.5 1.77 

Για τις πρώτες 9 γραµµές υποθέτουµε m=1-n ενώ στην τελευταία γραµµή υποθέτουµε 
σταθερά K και u. 
 
Στην περίπτωση που έχουµε σταθερές τιµές για u και K (n=m=0) η λύση είναι 
Γκαουσιανή: 
 

1/ 2 2
1 1

1 1 1

exp
1, 23 4 4

lQ u uC
u K x K x
⎛ ⎞ ⎛

= −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

z ⎞
⎟
⎠

                                                

           (5-37) 

 
 
 

 
1   που έχει όριο για n > 0. Επίσης ( ) ∫

∞ −−=Γ
0

1 dxexn xn ( ) )(1 nnn Γ=+Γ  
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 5.8 Παραδείγµατα & Εφαρµογές  
 
Παράδειγµα 1 
Υπολογίστε τη συγκέντρωση των ρύπων που εκπέµπονται από µια µη συνεχή 
επιφανειακή πηγή µε σταθερό συντελεστή διάχυσης σε µια διάσταση και 
µηδενική ταχύτητα ανέµου. 
 

2

2

x
cK

t
c

∂
∂

=
∂
∂  

 
Οι οριακές συνθήκες είναι οι εξής:  
 

0→c όταν για όλα τα x. ∞→t
 

0→c  όταν  για όλα τα x εκτός x=0 0→t
 

∫
∞

∞−
= Qdxc  

 
όπου Q είναι η στιγµιαία πηγή σε µονάδες µάζας ανά τη µονάδα επιφάνειας, 
και 
για λύση έχουµε: 
 

tk
x 2

=η  

 
Υποθέτουµε λύση της µορφής:   ( ) ( )ηftxu =,  
 

( ) ( )
η
ηη

η
η

d
df

kt
x

xd
df

x
u 2

=
∂
∂

=
∂
∂  

 
( ) ( )

2

22

2

2 22
η
η

η
η

d
fd

kt
x

d
df

ktx
u

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

∂
∂  

 
( )
η
η

d
df

kt
x

t
u

2

2

−=
∂
∂  

 
Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις στην εξίσωση διάχυσης έχουµε:  
 

( ) ( ) ( ) 024 2

2

=++
η
ηη

η
ηη

d
df

d
fd  

 
Η παραπάνω εξίσωση είναι συνήθης διαφορική εξίσωση και λύνεται εύκολα 

(θέτουµε ( ) ( )
η
ηη

d
dff =' ) µε αποτέλεσµα:  
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( )
( ) 4

1
2
1

'

''

−−=
ηη

η
f
f  ( )[ ] ⇒+−=⇒ cf

4
ln '2/1 ηηη  ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

4
exp2/1

' η
η

η Af  

 

( ) µµµη
η

η
dAf

o
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⇒ ∫ −

4
exp2/1  

 

( )
ηηζηζ dd

tk
x 2/1

2/1

2/1

4
1

22
−=⇒==  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ννζη

ζ

ζ
dBgftxu

o
∫ −=== 2exp,  

 

Αντικαθιστώντας την τιµή του η έχουµε:   
( ) ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

t
dx

tk
x

tk
c

0

2

2/1 4
exp

4
1  

 

Εφαρµόζοντας τις οριακές συνθήκες έχουµε:  
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

tk
x

tk
Qc

4
exp

4

2

2/1π
 

 
Η παραπάνω σχέση είναι Γκαουσιανή µε τυπική απόκλιση:   ( ) 2/12kt=σ
 
Η σχέση µεταξύ σ και k χρησιµοποιείται συχνά για τον υπολογισµό του k από 
πειραµατικές τιµές του σ. Φυσικά η παραδοχή ότι το k είναι σταθερό είναι µια 
παραδοχή που δεν ισχύει στην πραγµατικότητα µια και το k είναι σπάνια 
σταθερό στο χώρο και χρόνο.  
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Παράδειγµα 2 Ρυθµός εκποµπής βινυλοχλωριδίου από επιφανειακή 
πηγή στο επίπεδο του εδάφους.  
 
Μια τετραγωνική επιφάνεια 2.6*104m2 µέσα σε ένα χώρο υγειονοµικής ταφής 
στην περιοχή του Λος Άντζελες εκπέµπει βινυλοχλωρίδιο. Το σηµείο 
µέτρησης Α βρίσκεται 175ο νότια και 250m από το κέντρο της επιφανειακής 
πηγής. Άνεµοι µε ταχύτητα που φτάνουν τα 3,08m/s φέρνουν ποσότητες 
βινυλοχλωριδίου στο σηµείο µέτρησης Α, το οποίο βρίσκεται κοντά σε 
κατοικηµένη περιοχή. Κατά τη διάρκεια των µετρήσεων πέντε ηµερών 
µετρήθηκαν συγκεντρώσεις 12, 5, 7, 12 και 9ppb. Υπολογίστε το ρυθµό 
εκποµπής του βινυλοχλωριδίου σε g/s. 
 
Στο επίπεδο του εδάφους η πιο µεγαλύτερη συγκέντρωση ρύπων βρίσκεται 
κατά µήκος του άξονα του πλουµίου (y=0) µε αποτέλεσµα η συγκέντρωση 
από µια Γκαουσιανή συνεχή πηγή να δίνεται από τη σχέση: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

2
exp

zzyx

hQc
σσσπυ

  (1) 

 
Επειδή οι εκποµπές γίνονται στο επίπεδο του εδάφους έχουµε h=0. Το 
υποθετικό σηµείο της πηγής βρίσκεται σε απόσταση x µέσα από τα σύνορα 
της επιφανειακής πηγής. Η απόσταση αυτή µεταβάλλεται µε την υπάρχουσα 
στην περιοχή µετεωρολογία και παριστάνει µια υποθετική σηµειακή πηγή που 
έχει τα χαρακτηριστικά εκποµπής όπως και η επιφανειακή πηγή. Η τυπική 
απόκλιση yσ  µιας τέτοιας υποθετικής σηµειακής πηγής θα µπορεί να 
υπολογιστεί θεωρώντας, ότι η µια πλευρά της επιφάνειας ισούται µε 4,3 yσ  

(Γκαουσιανή κατανοµή). Οπότε 
4,3y
wσ =  όπου w είναι το µήκος µιας πλευράς 

της επιφάνειας. Έχουµε  ( ) mmw 161106.2 2/124 =≅ 37, 4y mσ⇒ =  
 
Βάσει του Πίνακα 4-3 εφαρµόζεται η κλάση ευστάθειας D ή E. Με 

37, 4y mσ =  έχουµε την κλάση ευστάθειας D που αντιστοιχεί σε απόσταση 
500 µέτρων από τους πίνακες ευστάθειας Pasquill. Οπότε έχουµε ως 
αποτέλεσµα η υποθετική σηµειακή πηγή να βρίσκεται σε απόσταση x = 
500+250=750 m από το σηµείο µετρήσεων Α. Έχοντας αυτή την απόσταση 
έχουµε από τους πίνακες ευστάθειας Pasquill my 55=σ  και mz 25=σ  για 
κλάση ευστάθειας D.  
Το βινυλοχλωρίδιο έχει µοριακό βάρος 62,5 /AM g mol=  και γραµµοµοριακό 
όγκο 9*10-9 mole. Η συγκέντρωση στον αέρα είναι RTpMy AAA /=ρ . Σε 

κανονικές συνθήκες πίεσης και θερµοκρασίας έχουµε 22,4 /RT L mol
p

= . Αυτό 

έχει ως αποτέλεσµα να δώσει . Έχουµε από την εξίσωση 925,1 10 /A g Lρ −= ×
(1): 

6
325,1 10 3,08 55 25 0,33 /A x y z

g mQ m
m s

πρ υ σ σ π −⎛ ⎞= = × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

m g s  

Στην περίπτωση που έχουµε ευστάθεια Ε η εκποµπή θα είναι 0,26 g/s.  
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Παράδειγµα 3  
Υπολογίστε το h∆  από ένα σταθµό παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας µε τη 
µέθοδο του Holland. ∆ίνεται rs=4m, Ta=293K, Ts=413K, Vs=15m/s, P=100Kpa, 
u=5m/s. 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
×+=∆ −

s
s

asss r
T

TT
P

u
rV

h 21068.25.1
2 2  

 
Το αποτέλεσµα είναι 185,5 m =∆h
 
 
 
Παράδειγµα 4 
Υπάρχει µια συνεχής γραµµική πηγή κάθετη στη διεύθυνση του ανέµου και 
στο επίπεδο του εδάφους. Έχει µήκος b S g Km-1 s-1. Υποθέστε ότι οι 
συνθήκες που υπάρχουν είναι τέτοιες ώστε η υπόθεση ”slender” να ισχύει 
(δες Πίνακα 5-4). 
α. Παίρνοντας την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων στο κέντρο της 
γραµµής, δείξτε, ότι η µέση συγκέντρωση του υλικού στο επίπεδο του 
εδάφους σε κάθε σηµείο στη διεύθυνση του ανέµου (downwind) δίνεται από:  

( )
( )1/ 2

/ 2 / 2, ,0
2 22 y yz

S b y bc x y erf erf
u σ σπ σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛− +⎢ ⎥= +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦

y ⎞
⎟⎟
⎠

 

β. Για µεγάλες αποστάσεις από την πηγή δείξτε, ότι η συγκέντρωση στο 
έδαφος στη διεύθυνση του άξονα του πλουµίου (y=0) µπορεί να υπολογιστεί 
από τη σχέση (Seinfeld and Pandis, 1998) 
 

( ), ,0
y z

S bc x y
uπ σ σ

=  

 
 
Μπορούµε να προσεγγίσουµε τη γραµµική πηγή ως άθροισµα πολλών 
σηµειακών πηγών, η κάθε µία µε εκποµπή Q dy’. Για αυτή την παραδοχή 
υποθέτουµε, ότι η εκποµπή από τη γραµµική πηγή είναι οµογενής. Έχουµε 
 
Ολική εκποµπή = S = µάζα/(µήκος)x(χρόνος) 
 
Η διάχυση κατά τη διεύθυνση του ανέµου (x) είναι αµελητέα, οπότε µπορούµε 
να γράψουµε την Γκαουσιανή λύση ως (για µια σηµειακή πηγή):  
 

( )
2 2

2 2, , exp
2 22 y zy z

q yc x y z
u

z
σ σπ σ σ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
−  

( )
2

2, ,0 exp
22 yy z

S yc x y
u σπ σ σ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Οπότε για όλη τη γραµµική πηγή έχουµε:  
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( ) ( )2'/ 2
'

2
/ 2

, ,0 exp
2

b

yby z

y ySc x y dy
u σπ σ σ −

⎛ ⎞−⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

Για να πραγµατοποιήσουµε την παραπάνω ολοκλήρωση επιλέγουµε:  
 

( )' ' 2
2 y

y

y y
y yβ σ β

σ

−
= ⇒ = −  

και επίσης ' 2 ydy dσ β= −  

µε αποτέλεσµα:   ( ) ( )( )
/ 2

2
2

/ 2
2

, ,0 exp 2
y

y

y b

y
y by z

Sc x y d
u

σ

σ

β σ β
π σ σ

+

−

= −∫  

Το παραπάνω ολοκλήρωµα µπορεί να εκφραστεί µε τη βοήθεια της 

συνάρτησης λάθους (erf): ( ) (2

0

2 x

erf x e d erf xβ β
π

− )= = −∫  οπότε:  

 

( ) / 2 / 2, ,0
2 2 2z y

S b y bc x y erf erf
uπ σ σ σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛− +⎢ ⎥= +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦y

y ⎞
⎟⎟
⎠

 

 
β. Για y=0 

( ),0,0
2 2 2z y

S bc x erf
uπ σ σ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Η συνάρτηση λάθους µπορεί να εκφραστεί σε σειρά και για µικρές τιµές των 
όρων µέσα στη συνάρτηση µπορούµε να προσεγγίσουµε τη συνάρτηση µε 
τον πρώτο όρο της ανάπτυξης:  

( ) ( )
( )

2 1 3

0

12 2 ...
! 2 1 3

n n

n

x xerf x x
n nπ π

+∞

=

− ⎡ ⎤
= = − +⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

∑  

 

οπότε για µικρά x: ( ) 2erf x x
π

=  

 

( ) 2 2,0,0
2 2 2 y zz y

S bc x
uu

S b
π σ σπ σ π σ

⎛ ⎞⎛ ⎞→∞ = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
H παραπάνω έκφραση είναι ισοδύναµη για εκποµπές από σηµειακή πηγή για 
ολική εκποµπή Q b. 
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Ασκήσεις  
 
Άσκηση 1  
Υποθέστε ότι κυψελίδα έχει διαστάσεις ∆x=5km, ∆y=4km και ∆z=0.1km και ότι 
οι αριθµητικές ταχύτητες στη δύση, ανατολή, νότο, βορρά και η ταχύτητα στο 
κατώτερο επίπεδο z είναι αντίστοιχα:  
  u1=+3 
  u2=+4 
  v3=-3 
  v4=+2 
  w5=+2 
Εάν η Ατµόσφαιρα είναι ασυµπίεστη, ποιά είναι η ταχύτητα w6 στην κορυφή 
της κυψελίδας;  
 
Άσκηση 2 
Οι Murphy & Nelson έχουν δείξει, ότι η εξίσωση Gauss µπορεί να 
τροποποιηθεί ώστε να περιλαµβάνει την ξηρή εναπόθεση µε ταχύτητα 
εναπόθεσης vd και µε τροποποίηση του ρυθµού εκποµπής q που συνήθως 
λαµβάνεται σταθερός. Στη νέα προσέγγιση έχουµε µία πηγή που ο ρυθµός 
εκποµπής q(t) µεταβάλλεται ως συνάρτηση του χρόνου µεταφοράς t όπου:  
 

1/ 2 2

2
0

2 1( ) exp exp '
( ') 2 ( ')

t

o d
z z

hq t q v dt
t tπ σ σ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫  

 
Αποδείξτε την παραπάνω σχέση και έπειτα δείξτε ότι εάν σz=(2Kzzt)1/2

 τότε:  
 

( )

1/ 2

1/ 2

2( ) exp d
o

zz

v tq t q
Kπ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
Άσκηση 3  
Εργοστάσιο παραγωγής ενέργειας καταναλίσκει 104 kg/h κάρβουνο (λιγνίτη) 
που περιέχει 2.5% θείο. Η εκποµπή γίνεται από καµινάδα ύψους 70m. Η 
ανύψωση του πλουµίου είναι 30m, οπότε το ενεργό ύψος της καµινάδας είναι 
100m. Ο αέρας τη µέρα που µας ενδιαφέρει έχει ταχύτητα 4 m/s και 
αναφερόµαστε σε µια θερινή ηλιόλουστη ηµέρα χωρίς αναστροφή. 
Χρησιµοποιείστε τις παραµέτρους Pasquill-Gifford ώστε να :  
 

(α) Υπολογίσετε (γραφική παράσταση) το επιφανειακό επίπεδο 
συγκέντρωσης του SO2 στο κέντρο του πλουµίου για αποστάσεις από 
100m σε 10Κm σε λογαριθµική κλίµακα (log-log),  

 
(β) Κάνετε γραφική παράσταση της επιφανειακής συγκέντρωσης του 
διοξειδίου του θείου κατά πλάτος του πλουµίου σε αποστάσεις µεταξύ 
200m και 1Κm από την πηγή,  

 
(γ) Κάνετε τη γραφική παράσταση της κατακόρυφης συγκέντρωσης 
πάνω στο κέντρο του πλουµίου από το επίπεδο του εδάφους µέχρι 
ύψους 500m για αποστάσεις 200m, 1km & 5km.  
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