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ΛΙΣΤΑ ΣΥΜΒΟΛΩΝ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ 
 

  

Σύµβολο Περιγραφή 

)i(,−  Η παύλα (η οποία για λόγους απλούστευσης των σχέσεων µπορεί και να 
παραληφθεί) αναφέρεται σε µεγέθη στους καθολικούς άξονες 321 x,x,x  
ολόκληρης της κατασκευής, ενώ ο δείκτης (i) αναφέρεται σε µεγέθη του 
στοιχείου i στους τοπικούς άξονες του . i

3
i
2

i
1 x,x,x

]K[  Μητρώο ακαµψίας µιας κατασκευής για όλους τους βαθµούς ελευθερίας 
(β.ε.)  στους καθολικούς άξονες 321 x,x,x . 

]P[  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) δράσεων (δυνάµεων και ροπών) µιας 
κατασκευής σε όλους τους β.ε.  στους καθολικούς άξονες. 

][∆  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) µετατοπίσεων (µετακινήσεων και 
στροφών) µιας κατασκευής σε όλους τους β.ε.  στους καθολικούς 
άξονες. 

]V[  Μητρώο αναδιάταξης ελεύθερων και παγιωµένων (στις στηρίξεις) β.ε. 
µιας κατασκευής. 

]R[  Μητρώο τροποποίησης για τους β.ε. στις λοξές στηρίξεις µιας 
κατασκευής. 

]S[  ∆ιάνυσµα επικόµβιων δράσεων παγίωσης µιας κατασκευής. 

]S[ )m(  ∆ιανύσµατα επικόµβιων δράσεων παγίωσης στον κόµβο m µιας 
κατασκευής. 

]K[ ff  Υποµητρώο του καθολικού µητρώου ακαµψίας µιας κατασκευής που 
αφορά τους ελεύθερους β.ε.  στους καθολικούς άξονες 321 x,x,x . 

]P[],[ ff∆  ∆ιανύσµατα επικόµβιων µετατοπίσεων και δράσεων αντίστοιχα µιας 
κατασκευής που αφορούν τους ελεύθερους β.ε.  στους καθολικούς 
άξονες 321 x,x,x . 

]K[ ss  Υποµητρώο του καθολικού µητρώου ακαµψίας µιας κατασκευής που 
αφορά τους παγιωµένους β.ε. των στηρίξεων στους καθολικούς άξονες 

321 x,x,x . 

]P[],[ ss∆  ∆ιανύσµατα επικόµβιων µετατοπίσεων και δράσεων αντίστοιχα µιας 
κατασκευής που αφορούν τους παγιωµένους β.ε. των στηρίξεων στους 
καθολικούς άξονες 321 x,x,x . 

]K[ fs  Υποµητρώο του καθολικού µητρώου ακαµψίας µιας κατασκευής που 
αναφέρεται στην σύζευξη των ελεύθερων και των παγιωµένων β.ε.  
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στους καθολικούς άξονες 321 x,x,x . 

]K[ i  Μητρώο ακαµψίας στοιχείου i στους τοπικούς άξονες . i
3

i
2

i
1 x,x,x

]A[ i  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) δράσεων (δυνάµεων και ροπών) ενός 
στοιχείου i στους τοπικούς άξονες. 

]D[ i  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) µετατοπίσεων (µετακινήσεων και 
στροφών) ενός στοιχείου i στους τοπικούς άξονες. 

]K[ i  Μητρώο ακαµψίας στοιχείου i στους καθολικούς άξονες . i
3

i
2

i
1 x,x,x

]K],K[ i
kk

i
jj  Υποµητρώα του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου i στους καθολικούς 

άξονες  που αναφέροναι αντίστοιχα στους β.ε. του κόµβου της 
αρχής j και του τέλους k του στοιχείου i. 

i
3

i
2

i
1 x,x,x

]A[ i  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) δράσεων (δυνάµεων και ροπών) ενός 
στοιχείου i στους καθολικούς άξονες. 

]D[ i  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) µετατοπίσεων (µετακινήσεων και 
στροφών) ενός στοιχείου i στους καθολικούς άξονες. 

]A[ ij  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) δράσεων (δυνάµεων και ροπών) ενός 
στοιχείου i για τον κόµβο αρχής j του στοιχείου στους τοπικούς άξονες. 

]A[ ij
r , ]A[ ij

r  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) δράσεων παγίωσης (δυνάµεων και 
ροπών) ενός στοιχείου i για τον κόµβο αρχής του στοιχείου j στους 
τοπικούς και στους καθολικούς άξονες, αντίστοιχα. 

]D[ ik  ∆ιάνυσµα ακραίων (επικόµβιων) µετατοπίσεων (µετακινήσεων και 
στροφών) ενός στοιχείου i για τον κόµβο τέλους k του στοιχείου στους 
τοπικούς άξονες. 

][ i
PPTΛ  Μητρώο µετασχηµατισµού για στοιχείο επίπεδου δικτυώµατος (Ρ1) i από 

τους καθολικούς άξονες 321 x,x,x  στους τοπικούς άξονες . i
3

i
2

i
1 x,x,x

Ti
PPT ][Λ  Ανάστροφο µητρώο µετασχηµατισµού για στοιχείο επίπεδου 

δικτυώµατος (Ρ1) i από τους τοπικούς άξονες  στους 
καθολικούς άξονες 

i
3

i
2

i
1 x,x,x

321 x,x,x . 

][ i
PPFΛ  Μητρώο µετασχηµατισµού για στοιχείο επίπεδου πλαισίου (Ρ2) i από 

τους καθολικούς άξονες 321 x,x,x  στους τοπικούς άξονες . i
3

i
2

i
1 x,x,x

][ i
SSFΛ  Μητρώο µετασχηµατισµού για στοιχείο χωρικού πλαισίου (S2) i από 

τους καθολικούς άξονες 321 x,x,x  στους τοπικούς άξονες . i
3

i
2

i
1 x,x,x

]u[ ij
3,2,1  Μετατοπίσεις στον κόµβο αρχής ενός στοιχείου i ως προς τους τοπικούς 

άξονες i
3

i
2

i
1 x,x,x αντίστοιχα.
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άξονες  αντίστοιχα.  i
3

i
2

i
1 x,x,x

][ ij
3,2,1θ  Στροφές στον κόµβο αρχής ενός στοιχείου i ως προς τους τοπικούς 

άξονες  αντίστοιχα.  i
3

i
2

i
1 x,x,x

]F[ ij
3,2,1  ∆υνάµεις στον κόµβο αρχής ενός στοιχείου i ως προς τους τοπικούς 

άξονες  αντίστοιχα.  i
3

i
2

i
1 x,x,x

]M[ ij
3,2,1  Ροπές στον κόµβο αρχής ενός στοιχείου i ως προς τους τοπικούς άξονες 

 αντίστοιχα.  i
3

i
2

i
1 x,x,x

0T  Αρχική θερµοκρασία παραγωγής του υλικού των µελών µιας 
κατασκευής. 

)(T −  Θερµοκρασία εξωτερικού χώρου µιας κατασκευής. 

)(T +  Θερµοκρασία εσωτερικού χώρου µιας κατασκευής. 

α Σταθερά γραµµικής διαστολής του υλικού ενός στοιχείου i. 

Ε Μέτρο ελαστικότητας του υλικού ενός στοιχείου i. 

G Μέτρο διατµήσεως του υλικού ενός στοιχείου i. 

iA  Εµβαδόν διατοµής ενός στοιχείου i. 

iL  Μήκος ενός στοιχείου i. 

]I[ i
3,2  Ροπή αδράνειας της διατοµής ενός στοιχείου i ως προς τους τοπικούς 

κεντροβαρικούς άξονες  αντίστοιχα. (Αφορούν τις καµπτικές 
ροπές του στοιχείου). 

i
3

i
2 x,x

iJ  Στρεπτική ροπή αδράνειας ενός στοιχείου i. (Αναφέρεται στην στρεπτική 
ροπή του στοιχείου). 

ih  Ύψος διατοµής ενός στοιχείου i. (Αναφέρεται στην καµπτική ροπή του 
στοιχείου). 

iq  Κατανεµηµένο γραµµικό φορτίο κατά µήκος ενός στοιχείου i. 
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EIΣAΓΩΓH 

 

Η στατική ή/και δυναµική ανάλυση µιας κατασκευής αποσκοπεί στον προσδιορισµό των µεγεθών 
παραµόρφωσης και έντασης που αναπτύσσονται στον φορέα λόγω των εξωτερικών δυνάµεων και 
των συνθηκών έδρασης του. Ενώ σε µικρές και απλές κατασκευές είναι δυνατή η χρήση 
αναλυτικών µεθόδων σε πιο σύνθετα ή/και µεγάλου µεγέθους προβλήµατα είναι αναγκαία  η 
χρησιµοποίηση (µε τη βοήθεια κατάλληλων προγραµµάτων Η/Υ) µιας γενικευµένης υπολογιστικής 
µεθόδου. Για τον λόγο αυτό έχουν αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι Μητρωϊκής Ανάλυσης 
Κατασκευών (οι οποίες βασίζονται  στην άλγεβρα µητρώων). Οι πιο διαδεδοµένες αριθµητικές 
µέθοδοι είναι η Mέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών-ΜΠ∆ (Finite Difference Method) και η 
Mέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων-ΜΠΣ (Finite Element Method-FEM), οι οποίες 
εφαρµόζονται συνήθως σε προβλήµατα που περιγράφονται µε διαφορικές εξισώσεις. Επίσης 
υπάρχει µια άλλη αριθµητική µέθοδος που πλεονεκτεί σε περιπτώσεις προβληµάτων που ανάγονται 
σε ολοκληρωτικές εξισώσει είναι η Mέθοδος των Συνοριακών Στοιχείων-MΣΣ (Boundary Element 
Method-ΒΕΜ).  

Aπό τις παραπάνω µεθόδους η σηµαντικότερη και πιο διαδεδοµένη είναι η ΜΠΣ, η οποία έχει 
µεγάλο εύρος εφαρµογών σε πολλά επιστηµονικά πεδία και ιδιαίτερα στην ανάλυση κατασκευών. 
Πρόκειται για µία προσεγγιστική µέθοδο υπολογισµού. Που βασίζεται στις κλασικές µεθόδους 
ανάλυσης και η ραγδαία ανάπτυξή της οφείλεται στην αντίστοιχη εξέλιξη των ηλεκτρονικών 
υπολογιστών. Tο όνοµά της το πήρε η από τον τρόπο θεώρησης και προσοµοίωσης 
(µοντελοποίησης) των προς επίλυση προβληµάτων, επειδή το πρωτο βήµα της µεθόδου συνίσταται 
στην διακριτοποίηση του αρχικού φορέα σε ένα πλήθος στοιχείων πεπερασµένων διαστάσεων. 
Κάθε πεπερασµένο στοιχείο αναλύεται ξεχωριστά και αφού υπολογισθούν τα τοπικά µητρώα κάθε 
στοιχείου γίνεται σύνθεση των καθολικών µητρώων του φορέα αθροίζοντας τις συνείσφορες των 
επιµέρους στοιχείων του. Στη συνέχεια επιλύεται το ολικό σύστηµα των εξισώσεων ισορροπίας, 
υπολογίζονται οι άγνωστες κοµβικές µετακινήσεις και οι αντιδράσεις των στηρίξεων. Στην τελική 
φάση υπολογίζονται οι τοπικές τάσεις και παραµορφώσεις κάθε στοιχείου. Συνοπτικά λοιπόν, ο 
υπολογισµός του αρχικού φορέα γίνεται εποµένως σε τέσσερα στάδια: ∆ιακριτοποίηση - Θεώρηση 
των επί µέρους στοιχείων - Σύνθεση - Επίλυση.  

Η ΜΠΣ είναι προσεγγιστικής µέθοδος γιατί για να µπορέσει να επιλυσεί κάποιο πρόβληµα 
µετατρέπει τον αρχικό συνεχή φορέα σε ένα πλεγµα διακριτών πεπερασµένων στοιχείων. Συνήθως, 
οσο περισσότερα πεπερασµένα στοιχεία χρησιµοποιούνται για την κατασκευή του ασυνεχούς 
µοντέλου υπολογισµού του αρχικού φορέα, τόσο ακριβέστερα είναι τα απότελέσµατα (εφόσον 
βέβαια και η µηχανική συµπεριφορά των χρησιµοποιούµενων στοιχείων περιγράφει ικανοποιητικά 
το προς επίλυση πρόβληµα). Tο ευριστικό αυτό σκεπτικό αντιστοιχεί απόλυτα στο ακόλουθο 
µαθηµατικό σκεπτικό: ο βασικός στόχος µιας αριθµητικής µεθόδου είναι να αντικαταστήσει τις 
διαφορικές ή ολοκληρωτικές εξισώσεις που περιγράφουν το εκάστοτε πρόβληµα µε ένα σύστηµα 
αλγεβρικών εξισώσεων. Προφανώς, όσο πιό πολλές αλγεβρικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για να 
αντικαταστήσουν τις διαφορικές, τόσο περισσότερο θα πλησιάζει η προσεγγιστική την αναλυτική 
λύση του προβλήµατος. Εποµένως, το πλήθος των πεπερασµένων στοιχείων και ιδιαίτερα των 
κόµβων που συνθέτουν το δίκτυο έχει άµεση σχέση µε το πλήθος των προς επίλυση αλγεβρικών 
εξισώσεων.  

Oι κύριοι λόγοι για τη ραγδαία ανάπτυξη και τη µεγάλη διάδοση της ΜΠΣ είναι: α) η µεγάλη της 
προσαρµοστικότητα σε κάθε είδος προβληµάτων και β) ο ενιαίος τρόπος µε τον οποίο αντιµετωπίζει 
και τα πλέον σύνθετα προβλήµατα, γεγονός που δηµιουργεί απεριόριστο σχεδόν πεδίο εφαρµογών. 
Ειδικά για τις εφαρµογές που ενδιαφέρουν τον πολιτικό µηχανικό η ΜΠΣ πλεονεκτεί έναντι άλλων 
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µεθόδων λόγω του ενιαίου και απλού τρόπου ανάλυσης των κατασκευών, ανεξάρτητα από 
ιδιαιτερότητες στη γεωµετρία του φορέα, περίπλοκες συνοριακές συνθήκες, διαφοροποιήσεις στις 
ιδιότητες υλικών, ειδικές φορτίσεις κτλ. Yπερτερεί επίσης και λόγω της σχετικά εύκολης φυσικής 
ερµηνείας (καλύτερη εποπτεία) των διαφόρων µεγεθών που υπεισέρχονται στους υπολογισµούς και 
των αποτελεσµάτων που προκύπτουν. H διαδικασία ανάλυσης γραµµικών, επιφανειακών και 
τριδιάστατων φορέων είναι ουσιαστικά η ίδια, έτσι ώστε ο υπολογισµός φορέων που αποτελούνται 
από διαφορετικά δοµικά στοιχεία (π.χ. κτίριο αποτελούµενο από υποστυλώµατα, επίπεδα 
τοιχώµατα-δίσκους, δοκούς, πλάκες και ενδεχοµενως και κελύφη) να µπορεί να γίνει µέσα στο 
πλαίσιο µιας κοινής µεθόδου.  

Eνώ όµως, όπως προαναφέρθηκε, η ΜΠΣ αποτελεί στη γενική περίπτωση µια προσεγγιστική 
αριθµητική µέθοδο, στην περίπτωση των γραµµικών φορέων µε φυσική τοπολογία κόµβων (δηλαδή 
φορέων που κατά τη διακριτοποίησή του µηχανικού τους προσοµοιώµατος δεν γίνονται περαιτέρω 
εξιδανικεύσεις) και για ακριβή µητρώα δυσκαµψίας των πεπερασµένων στοιχείων (δηλαδή µητρώα 
που περιγράφουν τη µηχανική συµπεριφορά των επί µέρους στοιχείων µε βάση την ακριβή 
αναλυτική λύση της εκάστοτε διαφορικής εξίσωσης) µπορεί να θεωρηθεί ότι δίνει ‘ακριβείς’ λύσεις 
των προβληµάτων αυτής της κατηγορίας. Στην ειδική αυτή περίπτωση, που περιλαµβάνει ολόκληρη 
σχεδόν την κλασική στατική ελαστικών γραµµικών φορέων, θα µπορούσε κανείς να χαρακτηρίσει 
το σύνολο των µητρωικών διαδικασιών επίλυσης απλά ως ‘Mητρωϊκή Ανάλυση Κατασκευών’ 
αποφεύγοντας την έννοια του πεπερασµένου στοιχείου και τη γενικευµένη ανάπτυξη της µεθόδου. 
Oµως υπάρχουν και περιπτώσεις ελαστικών γραµµικών φορέων όπου απαιτούνται τόσο 
εξιδανικεύσεις στη γεωµετρία (π.χ. αντικατάσταση καµπύλων δοκών µε συνεχείς τεθλασµένες 
δοκούς), όσο και χρησιµοποίηση προσεγγιστικών µητρώων δυσκαµψίας για επί µέρους στοιχεία 
(π.χ. ελαστικώς εδραζόµενες θεµελιοδοκοί µε γραµµικώς µεταβαλλόµενο µέτρο ελαστικότητας 
εδάφους). Οπότε, για λόγους ενιαίας αντιµετώπισης γραµµικών, επιφανειακών και τριδιαστάστων 
φορέων, ενδείκνυται η ένταξη της κλασικής µητρωϊκής ανάλυσης γραµµικών φορέων στο πλαίσιο 
της ΜΠΣ και η ανάπτυξή της σύµφωνα µε το γενικότερο σκεπτικό της.  

Το βασικό σκεπτικό της ΜΠΣ µπορεί να υλοποιηθεί µε διαφορετικούς τρόπους, καθένας από τους 
οποίους οδηγεί σε µία διαφορετική υλοποίηση της. Γενικά, έχουν αναπτυχθεί τρείς διαφορετικές 
παραλλαγές της µεθόδου:  

α) Mέθοδος ‘ευκαµψίας’ (flexibility method)  

H οποία βασίζεται πάνω στη θεώρηση της κλασικής µεθόδου υπεραρίθµων δυνάµεων (principle of 
virtual forces) ή γενικότερα της αρχής των δυνατών έργων (principle of complementary virtual 
work). Στην περίπτωση ελαστικών συντηρητικών συστηµάτων η παραπάνω αρχή συµπίπτει µε την 
αρχή της ελαχιστης τιµής του συµπληρωµατικού ελαστικού δυναµικού (principle of minimum 
complementary potential energy). Ως γνωστόν το µητρώο του προς επίλυση συστήµατος εξισώσεων 
της µεθόδου των δυνάµεων είναι το µητρώο ευκαµψίας του φορέα, γι’ αυτό και ονοµάζεται 
‘µέθοδος ευκαµψίας’.  

β) Mέθοδος ‘δυσκαµψίας’ (stiffness method)  

Σε αυτήν την περίπτωση χρησιµοποιείται η κλασική µεθόδος υπεραρίθµων µετακινήσεων ή αρχή 
των δυνατών µετακινήσεων (principle of virtual displacements) και γενικότερα της αρχής των 
δυνατών έργων (principle of virtual work). Στην περίπτωση ελαστικών συντηρητικών συστηµάτων 
η παραπάνω θεώρηση συµπίπτει µε την αρχή της ελαχιστης τιµής του ελαστικού δυναµικού 
(principle of minimum potential energy). Επειδή το µητρώο του προς επίλυση συστήµατος 
εξισώσεων της µεθόδου µετακινήσεων είναι το µητρώο δυσκαµψίας του φορέα, γι’ αυτό και 
ονοµάζεται ‘µέθοδος δυσκαµψίας’.  
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γ) Γενικευµένες µέθοδοι πεπερασµένων στοιχείων  

Mε βάση κάποιο τροποποιηµένο (µικτό, υβριδιακό) συναρτησιακό (functional) και 
χρησιµοποιώντας τη θεωρία στασιµοποίησης συναρτησιακών µε βάση τον λογισµό των 
παραλλαγών (variational methods) µπορούν να προκύψουν διαφορετικές προσεγγίσεις του αρχικού 
προβλήµατος. Oι διαδικασία αυτή εφαρµόζεται κυρίως σε επιφανειακούς και ολόσωµους φορείς. Ως 
ανάλογη διαδικασία από τη στατική των γραµµικών φορέων µπορεί να αναφερθεί η συνδυασµένη 
ταυτόχρονη εφαρµογή των κλασικών µεθόδων δυνάµεων και µετακινήσεων.  

Aπό τις παραπάνω παραλλαγές της ΜΠΣ η πλέον διαδεδοµένη για γραµµικούς φορείς είναι η 
µέθοδος δυσκαµψίας επειδή υπερτερεί της µεθόδου ευκαµψίας ως προς την ευκολία στην 
προγραµµατιστική της εφαρµογή σε ηλεκτρονικούς υπολογιστές (βασική δυσκολία της µεθόδου 
ευκαµψίας αποτελεί ο αυτοµατοποιηµένος καθορισµός του στατικού κυρίου συστήµατος) και το 
µικρότερο υπολογιστικό κόστος. Από την άλλη πλευρά, η εφαρµογή της µεθόδου δυσκαµψίας σε 
γραµµικούς φορείς δεν παρουσιάζει τις δυσκολίες οι οποίες παρουσιάζονται όταν χρησιµοποιείται 
κάποιο γενικευµένο συναρτησιακό, όπως συµβαίνει π.χ. σε προβλήµατα επιφανειακών φορέων. 
Οπότε, όταν πρόκειται για συνήθεις γραµµικούς φορείς µε φυσική τοπολογία κόµβων η χρήση 
κάποιας γενικευµένης µορφής της ΜΠΣ καθίσταται πολύ πιο πολύπλοκη, πιο χρονοβόρα και είναι 
πιο δύσκολη η εποπτική κατανόηση της φυσικής σηµασίας των αποτελεσµάτων.  
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ΜΗΤΡΩΪΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ  
(ΜΑΤRIX STRUCTURAL ANALYSIS) 

 

� µεθοδος αµεσης δυσκαµψιας ή «στιβαροτητας» (direct stiffness method): Ρ=∆⋅K  ή 
µεθοδος ευκαµψιας (flexibility method) ∆=⋅ PF 1KF −=, οπου . (σε προγραµµατα η/υ 
καλυτερη η µεθοδος δυσκαµψιας…) 

� εφαρµογη σε γραµµικους-ραβδωτους φορεις: 2-d (plane) & 3-d (space) δικτυωµατα 
(trusses), πλαισια (frames), εσχαρες (grids). 

� η γενικευση της µεθοδου για καθε ειδους ραβδωτους ή/και συνεχεις φορεις ειναι η µεθοδος 
των πεπερασµενων στοιχειων (finite element method). 

� τα βασικα πλεονεκτηµατα της µεθοδου των πεπερασµενων στοιχειων: ευκολια, ακριβεια 
αποτελεσµατων (προκειται για προσεγγιστικη µεθοδο!), γενικοτητα εφαρµογης της µεθοδου 
για καθε τυπο προβληµατος (οσον αφορα ειδος στοιχειων, φορτια, υλικα, κλπ). 

� πραγµατικο µοντελο: φυσικη κατασταση κατασκευης (γεωµετρια, υλικα, φορτια, συνθηκες 
στηριξης,…) ⇒ υπολογιστικο µοντελο: διακριτοποιηση, επιλυση Ρ=∆⋅K , ευρεση 
επικοµβιων µετατοπισεων & εσωτερικων εντατικων µεγεθων στοιχειων. 

� το υπολογιστικο µοντελο βασιζεται σε µεταφορα δεδοµενων απο και προς το τοπικο 
συστηµα καθε στοιχειου στο καθολικο συστηµα ολοκληρης της κατασκευης: 

− ευρεση συνεισφορων µελων απο το τοπικο στο καθολικο συστηµα 

− αθροισµα τους και επιλυση του συστηµατος Ρ=∆⋅K  στο καθολικο συστηµα ⇒ 
ευρεση αγνωστων µετατοπισεων δ “ελευθερων” b.e. (free) και αντιδρασεων 
στηριξεων στους “δεσµευµενους” β.β. (supported) 

− µεταφορα των καθολικων δ στο τοπικο συστηµα και ευρεση δρασεων (δυναµεων-
ροπων) & τασεων/παραµορφωσεων καθε µελους 

� η µεθοδος βασιζεται στην κατατµηση της κατασκευης σε πολλα µελη πεπερασµενων 
διαστασεων (finite elements) που συνδεονται µεταξυ τους στους κοµβους (nodes), οπου 
υπαρχει ή οχι η δυνατοτητα κινησης (µετατοπισης ή στροφης): κοµβικοι βαθµοι ελευθεριας - 
β.ε. (nodal degrees of freedom  - d.o.f.) 

� ΒΑΘΜΟΣ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ=ΕΛΕΥΘΕΡΙΑ/∆ΥΝΑΤΟΤΗΤΑ ΜΕΤΑΚΙΝΗΣΗΣ 
(ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗΣ Η ΣΤΡΟΦΗΣ) Με τον όρο ελευθερίες κινήσεως εννοούνται οι 
ανεξάρτητες γεωµετρικές παράµετροι οι οποίες απαιτούνται για τον πλήρη καθορισµό της 
παραµόρφωσης ενός συστήµατος στο χώρο. Στην γενική περίπτωση ο στερεός κόµβος ενός 
χωρικού πλαισίου έχει 6 βαθµούς ελευθερίας ως προς ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων 
(x,y,z): 3 µεταθέσεις κατά τους άξονες x,y,z και 3 στροφές περί τους άξονες x,y,z 
αντιστοίχως. 
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Μετακινήσεις ενός υλικού σηµείου  
στο επίπεδο x-y: 

 

3 B. E. 

Μετακινήσεις ενός υλικού σηµείου στο 
χώρο:  

 

6 B. E. 
ux, uy,uz  
θx, θy, θz

Πόσους Β.Ε. έχει η δοκός;  
 

Άπειρους !!!  

Πόσους Β.Ε. έχει το πλαίσιο; 

 

Άπειρους !!!  

 

Η αναγωγή απειροβαθµιων (συνεχων) φορεων που περιγραφονται απο διαφορικες εξισωσεις σε 
διακριτοποιηµενους φορεις µε πεπερασµενο πληθος b.e. στους κοµβους τους ⇒ αναγωγή  του 
προβληµατος επιλυσης διαφορικων εξισωσεων σε ενα προβληµα επιλυσης αλγεβρικων εξισωσεων 
µε χρηση h/y.  

Η έννοια του κόµβου: "Κόµβος" = υλικό σηµείο 
γεωµετρικής, ελαστικής, αδρανειακής, φορτιστικής 
ασυνέχειας. 

 

Γιατί θεωρούµε ότι το παραπλεύρως πλαίσιο έχει µόνο 3 
‘ενεργους’ β.ε.; Οι άλλοι κοµβικοί β.ε. είναι 
δεσµευµένοι! 
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Για κάθε µέλος µε µη επικόµβια φορτία µπορούν να 
υπολογισθούν π.χ. µε τη µέθοδο δυνάµεων, τα µεγέθη 
έντασης και παραµόρφωσης σε κάθε σηµείο x, και 
φυσικά στα δύο άκρα (=κόµβους) της. 

 

Εποµένως: Αν είναι γνωστές (από την επίλυση της εξίσωσης Ρ=∆⋅K ) οι 3 µετακινήσεις 
(=Β.Ε.) του κόµβου 2 του παραπάνω πλαισίου, µπορεί να υπολογισθεί η πλήρης εντατική και 
παραµορφωσιακή του κατάσταση σε οποιοδήποτε σηµείο του. 

 
∆ΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ ΚΤΙΡΙΑΚΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ 

� δοκοι & υποστυλωµατα ως γραµµικα ραβδωτα πεπερασµενα στοιχεια  

� πλακες ή κελυφη ως συνεχη πεπερασµενα στοιχεια 
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ΕΙ∆Η ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΡΑΒ∆ΩΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 

� επιπεδα δικτυωµατα (2-d ή plane trusses): 2 β.ε./κοµβο = οι µετατοπισεις του κοµβου κατα 
χ & υ. 

� χωρικα δικτυωµατα (3-d ή space trusses): 3 β.ε./κοµβο = οι µετατοπισεις του κοµβου κατα 
χ & υ & ζ. 

� επιπεδα πλαισια (2-d ή plane frames): 3 β.ε./κοµβο = οι µετατοπισεις του κοµβου κατα χ & 
υ και η στροφη του ως προς ζ. 

� χωρικα πλαισια (3-d ή space frames): 6 β.ε./κοµβο = οι µετατοπισεις του κοµβου κατα χ & 
υ& ζ και οι στροφες του ως προς χ & υ & ζ. 

� εσχαρες (grids): 3 β.ε./κοµβο = h µετατοπισh του κοµβου κατα z και oi στροφες του ως προς 
χ & υ. 

Προσοχη ολες οι µετακινησεις & στροφες αναφερονται στους καθολικους αξονες της 
κατασκευης!!!  

Οι κοµβικοι β.ε. ουσιαστικα αντιστοιχουν στις δυνατες µετακινησεις στερεου σωµατος καθε 
δοµικου µελους, π.χ. ενα ‘αδεσµευτο’ µελος χωρικου πλαισιου εχει εξι (3+3) δυνατοτητες 
κινησης στο χωρο = (3) µεταφορικες + (3) στροφικες 
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ΒΑΣΙΚΑ ΒΗΜΑΤΑ ΜΗΤΡΩΪΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ 
 

� ΕΠΙΛΟΓΗ ΚΑΘΟΛΙΚΩΝ ΑΞΟΝΩΝ 321 x,x,x , ΑΡΙΘΜΗΣΗ ΚΟΜΒΩΝ, Β.Ε., 
ΜΕΛΩΝ, ΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΠΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΑΞΟΝΩΝ ΚΑΘΕ ΜΕΛΟΥΣ 

iii x,x,x 321  ⇒ ΑΠΟ ΓΩΝΙΑ iφ  ΜΕΤΑΞΥ ΑΞΟΝΩΝ 
ixKAIx 11   ⇒ ΜΗΤΡΩΟ 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ iΛ  ΑΠΟ ΤΟΥΣ ΤΟΠΙΚΟΥΣ ΣΤΟΥΣ ΚΑΘΟΛΙΚΟΥΣ 

ΑΞΟΝΕΣ (ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟ ΓΙΝΕΤΑΙ ΜΕ ΤΟ ΑΝΑΣΤΡΟΦΟ 
TΛi ) ΕΠΙΚΟΜΒΙΩΝ 

ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΩΝ  iD  ΚΑΙ ∆ΡΑΣΕΩΝ iA  

� ΜΟΡΦΩΣΗ ΜΗΤΡΩΩΝ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΣΤΟ ΤΟΠΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ iK  

� ΑΠΟ ΤΙΣ ΣΧΕΣΕΙΣ: iii DKA ⋅= , iii AA ⋅Λ=   (ΕΝΩ i
T
ii AA ⋅Λ= ),   iii DD ⋅Λ=  

(ΕΝΩ i
T
ii DD ⋅Λ= ) ΠΡΟΚΥΠΤΕΙ ΟΤΙ iii DKA ⋅=  ΟΠΟΥ ii

T
ii KK Λ⋅⋅Λ=  ΕΙΝΑΙ 

ΤΟ ΜΗΤΡΩΟ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ ΤΟΥ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΣΤΟΥΣ ΚΑΘΟΛΙΚΟΥΣ ΑΞΟΝΕΣ 

� ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΣΥΝΕΙΣΦΟΡΩΝ ΜΕΛΩΝ & ΜΟΡΦΩΣΗ ΟΛΙΚΟΥ ΜΗΤΡΩΟΥ 
∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ ΚΑΙ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ ΕΠΙΚΟΜΒΙΩΝ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΩΝ ΚΑΙ 

ΦΟΡΤΙΩΝ ΤΗΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ: Ρ=∆⋅K Ρ (ΟΠΟΥ ΣΤΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑ  ΕΧΟΥΝ 
ΣΥΜΠΕΡΙΛΗΦΘΕΙ ΤΑ ΕΠΙΚΟΜΒΙΑ ΚΑΙ ΤΑ ΜΗ ΕΠΙΚΟΜΒΙΑ ΦΟΡΤΙΑ ΜΕΣΩ ΤΩΝ 

∆ΡΑΣΕΩΝ ΠΑΓΙΩΣΕΩΣ S ….) 

� ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ ΑΝΩΤΕΡΩ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΑΝ ΥΠΑΡΧΟΥΝ ΛΟΞΕΣ Ή 
‘ΕΛΑΣΤΙΚΕΣ’ ΣΤΗΡΙΞΕΙΣ … 

� ΑΝΑ∆ΙΑΤΑΞΗ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΝΑ ΞΕΧΩΡΙΣΟΥΜΕ ΤΟΥΣ 
“ΕΛΕΥΘΕΡΟΥΣ” B.E. (FREE) ΑΠΟ ΤΟΥΣ “∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΟΥΣ” Β.Ε. (SUPPORTED). 

� ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ : ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∆

∆
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒Ρ=∆⋅

s

f

s

f

sssf

fsff

P
P

KK
KK

K  ⇒ 

ΕΠΕΙ∆Η ΣΥΝΗΘΩΣ 0s =∆  ⇒ 
sfsf

ffff

PK

PK

=∆⋅

=∆⋅
 ⇒ 

fsfs

f
1

fff

KP

P)K(

∆⋅=

⋅=∆ −

 (ΕΥΡΕΣΗ 

ΑΓΝΩΣΤΩΝ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΩΝ & ΑΝΤΙ∆ΡΑΣΕΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ) 

� ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΤΩΝ ΚΑΘΟΛΙΚΩΝ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΩΝ ∆  ΣΤΟ ΤΟΠΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΚΑΙ 
ΕΥΡΕΣΗ ∆ΡΑΣΕΩΝ ΣΤΟ ΤΟΠΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΚΑΘΕ ΜΕΛΟΥΣ: iii DKA ⋅=  & 

iii DD ⋅Λ=  ⇒ iiii DKA ⋅Λ⋅=  ⇒ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ∆ΥΝΑΜΕΩΝ-
ΡΟΠΩΝ  ΕΥΡΕΣΗ ΤΑΣΕΩΝ-ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ ΚΑΘΕ ΜΕΛΟΥΣ. 
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ΕΠΙΠΕ∆Α ∆ΙΚΤΥΩΜΑΤΑ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� ΣΤΟ ΤΟΠΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΕΧΟΥΝ ΜΟΝΟ ΚΑΤΑ ΤΟΝ ΑΞΟΝΑ 
i
1x  ∆ΥΝΑΜΗ  &  

ΜΕΤΑΚΙΝΗΣΗ ( 11 u&F ) ΕΝΩ ΣΤΟ ΚΑΘΟΛΙΚΟ, ΕΧΟΥΝ ΚΑΤΑ ΤΟΥΣ 21 x&x : 

� ∆ΡΑΣΕΙΣ ΣΤΟ ΤΟΠΙΚΟ: [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒== ik

ij
iik

1
ikij

1
ij

A
AAFA&FA  

� ΜΕΤΑΚΙΝΗΣΕΙΣ ΣΤΟ ΤΟΠΙΚΟ: [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒== ik

ij
iik

1
ikij

1
ij

D
DDuD&uD  

� ∆ΡΑΣΕΙΣ ΣΤΟ ΚΑΘΟΛΙΚΟ: [ ] [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

ik
2

ik
1

ij
2

ij
1

ik

ij
i

ik
2

ik
1ik

ij
2

ij
1ij

F
F
F
F

A
AA

F
FA&

F
F

A  

� ΜΕΤΑΚ. ΣΤΟ ΚΑΘΟΛΙΚΟ: [ ] [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

ik
2

ik
1

ij
2

ij
1

ik

ij
i

ik
2

ik
1ik

ij
2

ij
1ij

u
u
u
u

D
DD

u
uD&

u
u

D  
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� ‘ΜΕΤΑΦΟΡΑ’ ΕΠΙΚΟΜΒΙΩΝ ∆ΡΑΣΕΩΝ ΣΤΟΝ ΚΟΜΒΟ ΤΕΛΟΥΣ k ΑΠΟ ΤΟ 

ΤΟΠΙΚΟ ΣΤΟ ΚΑΘΟΛΙΚΟ i12i11
ikikikik sinFF&cosFF φ⋅=φ⋅=  ΕΝΩ ΓΙΑ ΤΟ 

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟ i2i11
ikikik sinFcosFF φ⋅+φ⋅= , ΑΥΤΟ ΣΕ ΜΗΤΡΩΪΚΗ ΜΟΡΦΗ 

ΓΡΑΦΕΤΑΙ ΩΣ ΕΞΗΣ: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]ikTiikikiik AA&AA ⋅Λ=⋅Λ=  ΜΕ [ ] [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
φ

φ
=Λφφ=Λ

i

iTi
ii

i

sin
cos

&sincos  

� ΚΑΙ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΥΟ ΑΚΡΑ: [ ] [ ] [ ii
PPT

i
ik

ij

i
PT

i
PT

ik

ij
AA

A
A

0
0

A
A

⋅Λ=⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Λ

Λ
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣
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� ΤΟΠΙΚΟ ΜΗΤΡΩΟ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΡΤ: [ ] ⎥
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� ΚΑΘΟΛΙΚΟ ΜΗΤΡΩΟ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΡΤ: [ ] [ ] [ ] [ ]i
PPT

iTi
PPT

i KK Λ⋅⋅Λ=  
ή  

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

φφ⋅φφ−φ⋅φ−

φ⋅φφφ⋅φ−φ−

φ−φ⋅φ−φφ⋅φ

φ⋅φ−φ−φ⋅φφ

=

i
2

iii
2

ii

iii
2

iii
2

i
2

iii
2

ii

iii
2

iii
2

i

sinsincossinsincos
sincoscossincoscos

sinsincossinsincos
sincoscossincoscos

L
EAK  

� ΟΠΟΤΕ  [ ] [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒⋅= ik

ij

i
kk

i
kj

i
jk

i
jj

ik

ij
iii

D
D

KK
KK

A
ADKA   

 14



� ΒΑΣΕΙ ΤΗΣ ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ ΤΩΝ ΚΟΜΒΩΝ ⇒ ΤΩΝ ΕΠΙΚΟΜΒΙΩΝ Β.Ε. 
ΜΕΤΑΦΕΡΟΝΤΑΙ ΤΑ ‘ΚΑΘΟΛΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΑ’ ΥΠΟΜΗΤΡΩΑ ΤΗΣ 
ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΗΣ ΣΧΕΣΗΣ ΣΤΑ ΚΑΘΟΛΙΚΑ ΜΗΤΡΩΑ ΟΛΟΚΛΗΡΗΣ ΤΗΣ 

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ, ΕΤΣΙ ΩΣΤΕ ΝΑ ΠΑΡΑΧΘΕΙ ΚΑΙ ΝΑ ΕΠΙΛΥΘΕΙ Η ΣΧΕΣΗ Ρ=∆⋅K  
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ΕΠΙΠΕ∆Α ΠΛΑΙΣΙΑ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� ΣΤΟ ΤΟΠΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΕΧΟΥΝ ΚΑΤΑ ΤΟΥΣ ΑΞΟΝΕΣ 
i
2

i
1 x,x  ∆ΥΝΑΜΕΙΣ  &  

ΜΕΤΑΚΙΝΗΣΕΙΣ ΕΝΩ ΣΤΟΝ ΑΛΛΟ ΑΞΟΝΑ 
ix3  ΕΧΟΥΝ ΡΟΠΗ & ΣΤΡΟΦΗ. ΤΑ 

Ι∆ΙΑ ΜΕΓΕΘΗ ΕΧΟΥΝ ΚΑΙ ΣΤΟΥΣ ΚΑΘΟΛΙΚΟΥΣ 321 x&x&x  (3 Β.Ε. ΑΝΑ 
ΚΟΜΒΟ): 
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� ‘ΜΕΤΑΦΟΡΑ’ ΕΠΙΚ. ∆ΡΑΣΕΩΝ ΣΤΟΝ ΚΟΜΒΟ k ΑΠΟ ΤΟ ΚΑΘΟΛΙΚΟ  ΣΤΟ 
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� ΚΑΙ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΥΟ ΑΚΡΑ: [ ] [ ] [ ii
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 ΚΑΙ ΓΙΑ ΤΙΣ ΜΕΤΑΚΙΝΗΣΕΙΣ 

[ ] [ ] [ ]iii DD ⋅Λ= [ ] [ ] [ ]iTii DD ⋅Λ= [ ] [ ] 1iTi −
Λ=ΛPPF & PPF  (ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΟ PPFPPF ) 
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� ΚΑΘΟΛΙΚΟ ΜΗΤΡΩΟ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΡF: [ ] [ ] [ ] [ ]i
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⎡
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D
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A
ADKA  ⇒ ΒΑΣΕΙ ΤΗΣ ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ ΤΩΝ 

ΚΟΜΒΩΝ & Β.Ε. ΜΕΤΑΦΕΡΟΝΤΑΙ ΤΑ ‘ΚΑΘΟΛΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΑ’ ΥΠΟΜΗΤΡΩΑ ΣΤΑ 
ΚΑΘΟΛΙΚΑ ΜΗΤΡΩΑ ΤΗΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ, ΕΤΣΙ ΩΣΤΕ ΝΑ ΠΑΡΑΧΘΕΙ ΚΑΙ ΝΑ ΕΠΙΛΥΘΕΙ 

Η ΣΧΕΣΗ Ρ=∆⋅K . ΑΚΡΙΒΩΣ ΟΠΩΣ ΚΑΙ ΣΤΑ ΕΠΙΠΕ∆Α ∆ΙΚΤΥΩΜΑΤΑ! 

ΤΥΠΟΙ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΕΠΙΠΕ∆ΩΝ ΠΛΑΙΣΙΩΝ (PLANE FRAMES) 
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ΑΡΙΘΜΗΣΗ ΚΟΜΒΩΝ ⇒ ΚΟΜΒΙΚΩΝ Β.Ε. 
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