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Διάχυση µε οµογενή χηµική αντίδραση   
 
 
 

	
	

Μέσα	σε	ένα	δοχείο	βρίσκεται	ένα	υγρό	Β,	πάνω	από	το	οποίο	
υπάρχει	 ένα	 αέριο	 Α,	 το	 οποίο	 είναι	 διαλυτό	 στο	 Β	 (βλέπε	
Σχήμα	 4.13).	 Το	 αέριο	 Α	 διαλύεται	 και	 διαχέεται	 στην	 υγρή	
φάση	 και	 ταυτόχρονα	 αντιδρά	 με	 το	 Β	 βάσει	 της	 παρακάτω	
ομογενούς,	μη	αντιστρεπτής	αντίδρασης:		

όπου	 S	 [L2]	 είναι	 η	 επιφάνεια	 του	 στοιχειώδους	 όγκου	
ελέγχου,	V=SΔz	 [L3]	είναι	ο	στοιχειώδης	όγκος	και	RA	 [M/L3t]	
είναι	o	ρυθμός	κατανάλωσης	του	συστατικού	Α,	ο	οποίος	αν	
το	B	βρίσκεται	σε	περίσσεια	δίνεται	από	τη	σχέση:	

Το	 ισοζύγιο	 μάζας	 για	 το	 αέριο	 Α	 σε	 ένα	 στοιχειώδη	 όγκο	
ελέγχου	σε	συνθήκες	μόνιμης	κατάστασης	δίνει:		
		

Εισροή	–	Εκροή	+	Αντίδραση	=	0	

Συνδυάζοντας	τις	εξισώσεις	(*)	και	(**),	παίρνοντας	το	όριο	Δt	
à	 0	 και	 χρησιμοποιώντας	 τον	 νόμο	 του	 Fick	 για	 σταθερό	
συντελεστή	διάχυσης,	προκύπτει:		

(*)	

(**)	



 
	
 

 
 
 

	
	

Αντικαθιστώντας	 την	 εξίσωση	 (***)	 στην	 (**)	 προκύπτει	 η	
σταθερά	Ω1:		

Οι	σταθερές	Ω1	και	Ω2	βρίσκονται	από	τις	οριακές	συνθήκες:		

H	 2η	 συνθήκη	 υποδηλώνει	 ότι	 το	 αέριο	 Α	 δεν	 διαχέεται	
διαμέσου	του	πυθμένα	του	δοχείου.	Εφαρμόζοντας	τις	συνθήκες	
προκύπτουν	οι	σχέσεις:		

Συνδυάζοντας	τις	εξισώσεις	(*)	and	(**)	προκύπτει	η	σταθερά	Ω2:	
	

(*)	

(**)	

(***)	

Έχοντας	 τις	 σταθερές	 Ω1	 και	 Ω2	 η	 αναλυτική	 λύση	
διαμορφώνεται	ως	εξής:		



 
	

Μέση τιµή συγκέντρωσης  
 
 
 

	
	

Η	 μέση	 τιμή	 της	 συγκέντρωσης	 του	 Α	 στην	 υγρή	 φάση	
βρίσκεται	ως	εξής:		

Υπερβολικές συναρτήσεις 

sin	ω	=	ΑΓ/ΒΓ	
cos	ω	=	ΑB/ΒΓ	
tan	ω	=	ΑΓ/AB	



 
	

Απλουστευµένο µοντέλο 
διείσδυσης  

 
 
 

	
	

Αν	θεωρήσουμε	ότι	το	βάθος	του	δοχείου	είναι	μεγάλο	και	η	
αντίδραση	του	διαχεόμενου	αέριου	Α	με	το	υγρό	Β	είναι	πολύ	
γρήγορη,	η	συγκέντρωση	του	διαχεόμενου	αέριου	Α	τείνει	στο	
μηδέν	 (cAà0)	 σε	 βάθος	 δ,	 δηλαδή	 πριν	φτάσει	 τον	 πυθμένα	
του	 δοχείου,	 όπως	 απεικονίζεται	 στο	 Σχήμα	 4.15.	 Αυτή	 η	
προσέγγιση	 είναι	 ένα	 απλουστευμένο	 μοντέλο	 διείσδυσης	
όπου	 τροποποιείται	 η	 2η	 οριακή	 συνθήκη	 του	 προβλήματος	
ως	εξής:		

Οι	 σταθερές	 Ω1	 και	 Ω2	 βρίσκονται	 από	 τις	 οριακές	 συνθήκες	
και	την	αναλυτική	λύση:	 Έχοντας	τις	σταθερές	Ω1	και	Ω2	η	αναλυτική	λύση	 (*)	διαμορφώνεται	

ως	εξής:		

(*)	



 
	
 

 
 
 

	
	

Σχήμα	 4.16:	 Συμπεριφορά	 της	 αναλυτικής	 λύσης	 για	 την	
περίπτωση	 που	 το	 μέγιστο	 βάθος	 διείσδυσης	 του	 αέριου	 Α	
είναι	 δ	 (απλουστευμένο	 μοντέλο),	 συναρτήσει	 του	 βάθους	
του	υγρού	Β	στο	δοχείο.	Εδώ	δ=0.15	m.		

Σχήμα	4.17:	Σύγκριση	των	αναλυτικών	λύσεων	για	 το	ολοκληρωμένο	
μοντέλο	 (συνεχείς	 καμπύλες)	 και	 για	 το	 απλουστευμένο	 μοντέλο	
(διακεκομμένες	καμπύλες),	συναρτήσει	του	βάθους	z	[m]	του	υγρού	Β	
στο	δοχείο	και:	(α)	δ=0,15	m	και	(β)	δ=0.2	m.		

Παρατηρούμε	ότι	η	συγκέντρωση	του	διαχεόμενου	αερίου	Α	
μέσα	 στο	 υγρό	 Β	 αυξάνει	 με	 την	 αύξηση	 του	 συντελεστή	
μοριακής	 διάχυσης	 και	 με	 την	 ελάττωση	 του	 συντελεστή	
ρυθμού	αντίδρασης	(λ1)	και	τείνει	στο	μηδέν	στο	z=δ.		

Παρατηρούμε	 ότι	 οι	 δύο	 λύσεις	 συγκλίνουν	 καλύτερα	 όταν	 η	
αντίδραση	 του	 Α	 με	 το	 Β	 είναι	 γρήγορη	 (μεγάλο	 λ1),	 ο	 συντελεστής	
μοριακής	διάχυσης	είναι	μικρός,	η	απόσταση	από	τη	διεπιφάνεια	είναι	
μικρή	(μικρό	z),	και	το	βάθος	διείσδυσης	είναι	μεγάλο	(μεγάλο	δ).			



 
 
 
 

/	



 
 
 
 



 
 
 
 



 
	

Διάχυση µε χηµική αντίδραση µέσα σε πορώδη 
καταλύτη  

 
 
 

	
	

Για	 την	 περίπτωση	 διάχυσης	 και	 αντίδρασης	 της	 οργανικής	
ένωσης	 Α	 μέσα	 σε	 πορώδη	 καταλύτη,	 όπου	 ισχύουν	 οι	 εξής	
παραδοχές:	(1)	η	καταλυτική	αντίδραση	είναι	ετερογενής,	(2)	η	
αντίδραση	 που	 λαμβάνει	 χώρα	 είναι	 A	àB,	 (3)	 οι	 πόροι	 του	
καταλύτη	είναι	στενοί	κύλινδροι	όπου	διαχέεται	η	ένωση	Α	και	
αντιδρά	 στην	 επιφάνεια	 των	 τοιχωμάτων	 του	 πόρου,	
ακολουθώντας	κινητική	πρώτης-τάξης	και	(4)	η	ένωση	Α	είναι	
ομοιόμορφα	 κατανεμημένη	 ακτινικά	 στον	 πόρο	 και	 η	
συγκέντρωσή	του	μεταβάλλεται	μόνο	κατά	μήκος	του	πόρου.	

Στο	όριο	lim	Δz	à0	έχουμε:		

Το	 ισοζύγιο	 μάζας	 για	 την	 ένωση	 Α	 στο	 στοιχειώδη	 όγκο	
ελέγχου	μέσα	στο	εσωτερικό	του	πόρου	για	συνθήκες	μόνιμης	
κατάστασης	δίνεται	από	τη	σχέση:	

(*)	



Οι	σταθερές	Ω1	και	Ω2	βρίσκονται	από	τις	οριακές	συνθήκες:		

ως	εξής:		

Συνδυάζοντας	τις	παραπάνω	δύο	εξισώσεις	προκύπτει:		

(**)	

(***)	

Αντικαθιστώντας	τις	εξισώσεις	(**)	και	(***)	στην	(*)	προκύπτει:		



Ο	 ρυθμός	 αντίδρασης,	 WA,	 σε	 κάθε	 πόρο	 ισούται	 με	 το	 ρυθμό	
μεταφοράς,	ΝΑS,	του	συστατικού	Α	στο	άνοιγμα	του	πόρου:		

Από	 την	 αναλυτική	 λύση	 βρίσκεται	 η	 παράγωγος	 της	
συγκέντρωσης	cA	ως	προς	το	z	και	υπολογίζεται	στο	z=0	ως	εξής:	

(****)	

Αντικατάσταση	 της	 παραπάνω	 εξίσωσης	 στην	 (****)	 δίνει	 το	
ρυθμό	αντίδρασης	του	συστατικού	Α:	



 
	

Γενικευµένη εξίσωση µεταφοράς (ΓΕΜ)  
 
 
 

	
	

Είναι	δυνατό	να	υπάρχει	μια	γενικευμένη	εξίσωση	μεταφοράς	
(ΓEM)	 η	 οποία	 να	 ισχύει	 για	 όλες	 τις	 πιθανές	 περιπτώσεις	
μεταφοράς.	 Για	 να	 εξαχθεί	 αυτή	 η	 γενικευμένη	 εξίσωση	
μεταφοράς,	 ορίζεται	 “ξ”	 μια	 αυθαίρετη	 συνεχής	 συνάρτηση	
που	περιγράφει	κάποια	 ιδιότητα	ενός	ρευστού.	Η	συνάρτηση	
αυτή	θα	μπορούσε	να	είναι	ένα	βαθμωτό	πεδίο	όπως	η	μάζα	
και	η	θερμότητα,	ένα	διανυσματικό	πεδίο	όπως	η	ορμή,	ή	ένας	
τανυστής	 όπως	 η	 διατμητική	 τάση.	 Για	 την	 εφαρμογή	 του	
ισοζυγίου	 της	 συνάρτησης	 ξ	 σε	 έναν	 όγκο	 ελέγχου	 με	
διαστάσεις	Δx,	Δy	και	Δz,	όλες	οι	επιφανειακές	δυνάμεις	που	
δρουν	 στον	 όγκο	 ελέγχου	 περιγράφονται	 με	 τη	 συνάρτηση	
“ω”,	 ενώ	 οι	 εσωτερικές	 δυνάμεις	 περιγράφονται	 με	 τη	
συνάρτηση	 “σ”.	 Επιφανειακές	 δυνάμεις	 είναι	 αυτές	 που	
μπορούν	 να	 δράσουν	 και	 σε	 κατευθύνσεις	 διαφορετικές	 από	
την	 κατεύθυνση	 ροής,	 και	 εδώ	 χρησιμοποιούνται	 για	 να	
περιγράψουν	ιδιότητες	όπως	η	διατμητική	τάση	και	η	διάχυση.	
Οι	 εσωτερικές	 δυνάμεις	 περιλαμβάνουν	 τη	 δύναμη	 της	
βαρύτητας,	 ηλεκτρομαγνητικές	 δυνάμεις,	 αντιδράσεις,	 και	
πηγές	 παραγωγής	 που	 μπορούν	 να	 επηρεάσουν	 την	 ξ	 εντός	
του	όγκου	ελέγχου.		

Στοιχειώδης	 όγκος	 ελέγχου	 για	 τη	 μεταφορά	 της	 αυθαίρετης	
συνεχούς	 συνάρτησης	 ξ,	 εξαιτίας	 της	 συναγωγής	 στην	
κατεύθυνση	x	(ux).		
	
Το	ισοζύγιο	μεταφοράς	της	συνάρτησης	ξ	ορίζεται	ως	εξής:		



 
 
 
 

	
	

Ο	ρυθμός	ροής	της	 ξ	που	εισέρχεται	και	εξέρχεται	 του	όγκου	
ελέγχου	εξαιτίας	της	συναγωγής	u	στις	τρεις	κατευθύνσεις	x,	y	
και	z	είναι:	

Οι	 επιφανειακές	 δυνάμεις	 μπορούν	 να	 αποτελούνται	 από	
εννέα	 συνιστώσες,	 επομένως	 η	 εισροή	 και	 εκροή	 δυνάμεων	
δίνονται	από	τις	σχέσεις:	

Οι	 εσωτερικές	 δυνάμεις	 που	 δρουν	 σε	 όλο	 τον	 στοιχειώδη	
όγκο	ελέγχου	είναι:	

Η	συσσώρευση	της	ξ	στον	όγκο	ελέγχου	είναι:	

Χρησιμοποιώντας	 τον	 ορισμό	 του	 ισοζυγίου	 μεταφοράς	 της	
συνάρτησης	ξ	και	αθροίζοντας	όλες	τις	δυνάμεις,	διαιρώντας	με	
ΔxΔyΔz	 κα ι	 πα ίρνοντας	 το	 όρ ιο	 l imΔxΔyΔzà0	 κα ι	
χρησιμοποιώντας	 το	 διανυσματικό	 διαφορικό	 τελεστή	
ανάδελτα,	προκύπτει	η	γενικευμένη	εξίσωση	μεταφοράς:	



 
	

Ειδικές περιπτώσεις της 
ΓΕΜ  

 
 
 

	
	

Εξίσωση	Διατήρησης:	 
Για	 την	 περίπτωση	 που	 μας	 ενδιαφέρει	 η	 μεταφορά	 μαζικής	
συγκέντρωσης	 (πυκνότητα)	 τότε	 η	 αυθαίρετη	 συνεχής	
συνάρτηση	 παίρνει	 τη	 μορφή	 ξ=ρ,	 και	 ο	 όρος	 ρU	 είναι	 ο	
ρυθμός	 μάζας.	 Επιπλέον,	 αν	 δεν	 υπάρχει	 αντίδραση	 και	 δεν	
ασκούνται	 επιφανειακές	 δυνάμεις	 (ω=σ=0),	 τότε	 η	 ΓΕΜ	
απλουστεύεται	στην	ακόλουθη	εξίσωση	η	οποία	είναι	γνωστή	
ως	εξίσωση	διατήρησης	(σε	διανυσματική	μορφή):	

Σε	αυτή	την	περίπτωση	η	εξίσωση	διατήρησης	απλουστεύεται	
περαιτέρω	ως	εξής:		

Η	 παραπάνω	 εξίσωση	 εκφράζει	 την	 αρχή	 διατήρησης	 της	
μάζας	του	ρευστού	και	 ισχύει	για	κάθε	είδος	ρευστού.	Αν	το	
ρευστό	είναι	ασυμπίεστο,	δηλαδή	η	πυκνότητα	του	ρευστού	
είναι	σταθερή,	τότε	το	ρ	είναι	σταθερό	(δεν	είναι	συνάρτηση	
των	t,x,y,z)	και	κατά	συνέπεια	ισχύει	η	σχέση:		

Εξίσωση	Navier-Stokes:		
Για	 την	 περίπτωση	 που	 μας	 ενδιαφέρει	 η	 μεταφορά	 ορμής,	
τότε	ορίζουμε	 ξ=ρU,	 και	 η	 ΓΕΜ	περιγράφει	μεταφορά	ορμής.	
Αν	 οι	 επιφανειακές	 δυνάμεις	 που	 ασκούνται	 είναι	 η	
διατμητική	τάση	και	η	πίεση,	τότε:		



 
 
 

	
	

και	αν	η	εσωτερική	δύναμη	που	ασκείται	είναι	η	δύναμη	της	
βαρύτητας:		

τότε	 η	 ΓΕΜ	παίρνει	 την	 παρακάτω	μορφή	 της	 εξίσωσης	 Full	
Navier-Stokes:		

Για	ασυμπίεστα	ρευστά	(incompressible	flow)	το	ρ	και	μ	είναι	
σταθερά.	Επομένως	ισχύει	η	σχέση:		

και	 βάσει	 του	 ορισμού	 της	 διατμητικής	 τάσης	 σε	
διανυσματική	μορφή:		

H	εξίσωση	Full	Navier-Stokes	μετατρέπεται	ως	εξής:	

(*)	

(**)	

(***)	

Αντικαθιστώντας	 τις	 εξισώσεις	 (**)	 και	 (***)	 στην	 (*)	 και	
συγχρόνως	 χρησιμοποιώντας	 την	 ουσιαστική	 παράγωγο	
(substan�al	deriva�ve):		

προκύπτει	η	εξίσωση	Navier-Stokes	για	ασυμπίεστα	ρευστά:		

Περαιτέρω,	 αν	 η	 ροή	 είναι	 ατριβής	 τότε	 το	 ιξώδες	 είναι	
μηδενικό	(μ=0)	και	η	εξίσωση	(****)	απλουστεύεται	ως	εξής:		

Η	παραπάνω	εξίσωση	είναι	γνωστή	ως	εξίσωση	Euler.	

(****)	



	
	

Εξίσωση	μεταφοράς	μάζας:	 
Για	 την	 περίπτωση	 που	 μας	 ενδιαφέρει	 η	 μεταφορά	
γραμμομοριακής	 συγκέντρωσης	 ενός	 συστατικού	 τότε	 η	
αυθαίρετη	 συνεχής	 συνάρτηση	 παίρνει	 τη	 μορφή	 ξ=c.	
Θεωρώντας	ότι	ο	όρος	για	τη	διασπορά	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	μπορεί	να	
εκφραστεί	 βάσει	 του	 πρώτου	 νόμου	 του	 Fick	 (Fickian	
dispersion)						 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	ο	όρος	παραγωγής	(Σ)	
ισούται	 με	 το	 ρυθμό	 αντίδρασης	 (Σ=rc)	 και	 ότι	 η	 ταχύτητα	
διήθησης	 U	 είναι	 σταθερή,	 τότε	 η	 γενικευμένη	 εξίσωση	
μεταφοράς	παίρνει	τη	μορφή:	

Η	 παραπάνω	 εξίσωση	 είναι	 γνωστή	 ως	 εξίσωση	 συναγωγής-
διασποράς-αντίδρασης.		



	
	

Σε	σφαιρικές	συντεταγμένες,	όπως	ορίζονται	στο	Σχήμα	δεξιά,	η	
εξίσωση	συναγωγής-διασποράς-αντίδρασης	παίρνει	τη	μορφή:	

Αν	η	συγκέντρωση	είναι	συνάρτηση	μόνο	της	συντεταγμένης	r	
(σφαιρική	συμμετρία),	τότε:	

Σφαιρικές	συντεταγμένες		



	
	

Αν	υπάρχει	κυκλική	συμμετρία	και	η	ροή	είναι	κατά	μήκος	
του	κυλίνδρου,	τότε:	

Κυλινδρικές	συντεταγμένες		

Αν	η	συγκέντρωση	είναι	συνάρτηση	μόνο	της	συντεταγμένης	r	
(σφαιρική	συμμετρία),	τότε:	



	
	

Η εξίσωση µεταφοράς µάζας σε σφαιρικές συντεταγµένες (σφαιρική συµµετρία και 
µονοδιάστατη ακτινική µεταφορά) δίνεται από την εξίσωση:	



	
	


