
Κεφάλαιο 6 
 

Μοντέλα µεταφοράς µάζας σε πορώδη µέσα 
 

 
 

6.1 Εξίσωση µεταφοράς ρύπων σε πορώδη µέσα 
 
Θεωρούµε ότι το µονοδιάστατο πορώδες, το οποίο απεικονίζεται στο Σχήµα 6.1, είναι 
οµοιογενές και ότι η διαλυµένη στο νερό οργανική ουσία (ρύπος) προσροφάται στις 
επιφάνειες των στερεών που αποτελούν το πορώδες µέσο. Για την ανάπτυξη του 
µαθηµατικού µοντέλου µεταφοράς της διαλυµένης στο νερό οργανικής ουσίας 
χρησιµοποιούνται οι εξής παράµετροι:  ρb [Ms/L3] είναι η πυκνότητα των στερεών 
(ποσότητα ανά µονάδα όγκου) µε µονάδες (µάζα στερεών ανά συνολικό όγκο), n [-] 
είναι το πορώδες (όγκος κενών ανά συνολικό όγκο), c [Mc/L3] είναι η συγκέντρωση 
της διαλυµένης ουσίας (µάζα ουσίας ανά όγκο νερού), c* [Mc/Ms] είναι η 
συγκέντρωση της προσροφηµένης ουσίας (µάζα ουσίας ανά µάζα στερεών), U [L/t] 
είναι η ταχύτητα διήθησης ή ενδοπορώδης ταχύτητα, Dx [L

2/t] συντελεστής διαµήκης 
υδροδυναµικής διασποράς στην κατεύθυνση x, Q=UΑn [L3/t] είναι ο ρυθµός παροχής 
του νερού, και J [Mc/L2t] είναι η παροχή µάζας. Για να διαφοροποιήσουµε τις µάζες 
χρησιµοποιούµε το Mc για τη µάζα της διαλυµένης ουσίας στην υγρή φάση και το Ms 
για τη µάζα των στερεών που αποτελούν το στερεό σκελετό του πορώδους µέσου. 

 

 
 

Σχήµα 6.1: Μονοδιάστατο πορώδες µέσο µε επιφάνεια διατοµής A [L2] και 
αντιπροσωπευτικό στοιχειώδη όγκο V=A Δx [L3]. 
 
Με βάση το Σχήµα 6.1, το ισοζύγιο µάζας σε χρόνο Δt είναι: 
 

  

€ 

Συσσώρευση µάζας[ ] =  Εσροή[ ] − Εκροή[ ] + Παραγωγή[ ] − Εξαφάνιση[ ]  
 
όπου: 
 

  

€ 

Ε ισροή (in) :  Qc't + JxA't  
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€ 

Εκροή (out) :  Q c + &c( )&t + Jx+&xA &t  

 

  

€ 

Πηγή -  παραγωγή (source) :  0  
 

  

€ 

Εξαφάνιση (sink) :  Vρb+c∗  
 

  

€ 

⇒  nV!c =  Qc!t + JxA !t[ ] − Q c + !c( )!t + Jx+!xA!t[ ] + 0 − Vρb!c∗[ ] 
 
διαιρώντας δια nVΔt προκύπτει: 
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Θεωρώντας ότι η παροχή µάζας σε ένα πορώδες µέσο εκφράζεται βάσει του πρώτου 
νόµου του Fick (Fickian dispersion) ως εξής: 
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Jx =  − nDx
∂c
∂x

                                          (6.2) 

 
όπου ο συντελεστής µοριακής διάχυσης έχει αντικατασταθεί από το συντελεστή 
διαµήκης υδροδυναµικής διασποράς (longitudinal dispersion), και λαµβάνοντας τα 
όρια Δx®0  και Δt®0, προκύπτει: 
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Επίσης, θεωρώντας ότι υπάρχει µια γραµµική σχέση µεταξύ της διαλυµένης στο νερό 
οργανικής ουσίας και της συγκέντρωσης της ουσίας πάνω στη στερεή φάση: 
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c∗ =  Kdc                                                (6.3) 
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όπου Κd [L3/Ms] είναι ο συντελεστής κατανοµής µάζας (distribution coefficient), 
προκύπτει: 
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Ορίζοντας το συντελεστή επιβράδυνσης (retardation factor), R [-], ως εξής: 
 

                                                     
  

€ 

R =  1+
ρbKd

n
                                           (6.4) 

 
προκύπτει η επιθυµητή µονοδιάστατη εξίσωση µεταφοράς µάζας προσροφόµενου 
ρύπου σε πορώδη µέσα: 
 

                                             
  

€ 

R
∂c
∂t
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∂c
∂x

+ Dx
∂2c

∂x2
                                    (6.5) 

 
Το αριστερό σκέλος της παραπάνω εξίσωσης περιγράφει τη διαδικασία συσσώρευσης 
(accumulation). Το πρώτο µέλος του δεξιού σκέλους της παραπάνω εξίσωσης 
περιγράφει τη διαδικασία µεταγωγής, δηλαδή τη µεταφορά µάζας µε τη ροή 
(advection), ενώ το δεύτερο µέλος του δεξιού σκέλους περιγράφει τη διαδικασία 
διασποράς (dispersion). Η εξίσωση (6.5) είναι γνωστή ως εξίσωση µεταγωγής-
διασποράς (advection-dispersion equation). 
 
6.1.1 Μεταφορά προσροφόµενου και αποσυντιθέµενου ρύπου 
Για την περίπτωση όπου η διαλυµένη ουσία όχι µόνο προσροφάται από τα στερεά του 
πορώδους µέσου, αλλά συγχρόνως αποσυντίθεται (διασπάται ή αποδοµείται) µε 
κινητική πρώτης τάξης, όπου ο συντελεστής του ρυθµού διάσπασης ή αποσύνθεσης 
είναι µια σταθερά λ (λ=ln2/χρόνο ηµιζωής), η εξίσωση µεταφοράς περιλαµβάνει 
όρους για τη µεταγωγή, διασπορά και αποσύνθεση της ουσίας: 
 

                                          R∂c
∂t

 = −U∂c
∂x

+Dx
∂2c
∂x2 − λRc                                     (6.6) 

 
Το αριστερό σκέλος της εξίσωσης (6.6) περιγράφει τη διαδικασία συσσώρευσης 
(accumulation), το πρώτο µέλος του δεξιού σκέλους τη διαδικασία µεταγωγής 
(advection), το δεύτερο µέλος του δεξιού σκέλους τη διαδικασία διασποράς 
(dispersion) και το τρίτο µέλος του δεξιού σκέλους τη διαδικασία αποσύνθεσης 
(decay). 
 
6.1.2 Αδιάστατη εξίσωση µεταγωγής-διασποράς 
Στη βιβλιογραφία συχνά εµφανίζεται η αδιάστατη µορφή της εξίσωσης µεταγωγής-
διασποράς. Χρησιµοποιώντας τις ακόλουθες αδιάστατες µεταβλητές: 
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co
,      X = x

Lc

,      T = Ut
Lc

,      Pe = ULc

Dx

                          (6.7) 

 
όπου co [Mc/L3] είναι η συγκέντρωση αναφοράς (π.χ. αρχική συγκέντρωση), Lc [L] 
είναι το χαρακτηριστικό µήκος αναφοράς (π.χ. µήκος στήλης) και Pe [-] είναι ο 
αδιάστατος αριθµός Péclet, και αντικαθιστώντας τις παρακάτω σχέσεις: 
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στην εξίσωση µεταγωγής-διασποράς προκύπτει η αδιάστατη εξίσωση µεταγωγής-
διασποράς: 
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                                   (6.8) 

 
Παράδειγµα 6.1 

Να αναπτυχθεί η µονοδιάστατη  εξίσωση µεταφοράς µια προσροφόµενης διαλυµένης 
στην υγρή φάση ραδιενεργούς ουσίας µέσα σε ένα οµοιογενές πορώδες µέσο. Να 
αρχίσετε  µε ένα ισοζύγιο µάζας για ένα αντιπροσωπευτικό στοιχειώδη όγκο.  
 
Λύση:  
 
Με βάση το Σχήµα 6.1, το ισοζύγιο µάζας σε χρόνο Δt είναι: 
 

  

€ 

Συσσώρευση µάζας[ ] =  Εσροή[ ] − Εκροή[ ] + Παραγωγή[ ] − Εξαφάνιση[ ]  
 
όπου: 
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Συσσώρευση (accumulation) :  nV(c  
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Ε ισροή (in) :  Qc't + JxA 't  
 

  

€ 

Εκροή (out) :  Q c + &c( )&t + Jx+&xA &t  
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Πηγή -  παραγωγή (source) :  0  
 

  

€ 

Εξαφάνιση (sink) :  Vρb+c∗ +λnVc+t + λVρbc*+t  
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⇒  nV!c =  Qc!t + JxA!t[ ] − Q c + !c( )!t + Jx+!xA!t[ ]
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διαιρώντας µε το nVΔt προκύπτει: 
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Θεωρώντας ότι η παροχή µάζας σε ένα πορώδες µέσο εκφράζεται βάσει του πρώτου 
νόµου του Fick (Fickian dispersion) µε την εξίσωση (6.2) και λαµβάνοντας τα όρια 
Δx®0  και Δt®0, προκύπτει: 
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θεωρώντας ότι η γραµµική σχέση (6.3) ισχύει, τότε προκύπτει: 
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Χρησιµοποιώντας τον ορισµό (6.4) για το συντελεστή επιβράδυνσης προκύπτει η 
επιθυµητή εξίσωση µεταφοράς µάζας σε πορώδη µέσα: 
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R
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Η παραπάνω σχέση είναι ακριβώς ίδια µε την εξίσωση (6.6). 

 
 
 

6.2 Θεµελιώδεις παράµετροι στη µεταφορά µάζας  
 
6.2.1 Αριθµός Péclet 
O αριθµός Péclet, Pe, είναι µια αδιάστατη παράµετρος η οποία ορίζεται από το λόγο 
µεταφοράς µάζας σε πορώδες µέσο εξαιτίας της διαδικασίας µεταγωγής προς τη 
διάχυση ή τη διασπορά. Δύο διαφορετικοί ορισµοί του αριθµού Péclet αναφέρονται 
στη βιβλιογραφία. O πρώτος, Pe, χαρακτηρίζει τη διαµήκη υδροδυναµική διασπορά σε 
ένα πορώδες µέσο, και είναι ένα µέτρο του λόγου µεταφοράς µάζας σε πορώδες 
µέσο εξαιτίας της διαδικασίας µεταγωγής ως προς τη διασπορά (advection to 
dispersion): 
 

                                                       
  

€ 

Pe =  
ULc

DL
                                             (6.9) 

 
Ο δεύτερος, Pep, χαρακτηρίζει τη µοριακή διάχυση σε στερεό κόκκο ή σε 
συσσωµάτωµα στερεών κόκκων (πληρωτικό υλικό στήλης), και είναι ένα µέτρο του 
λόγου µεταφοράς µάζας σε πορώδες µέσο εξαιτίας της διαδικασίας µεταγωγής ως 
προς τη διάχυση (advection to diffusion): 
 

                                                         
  
Pep  = Ud

D
                                            (6.10) 

 
όπου d [L] είναι η διάµετρος των κόκκων ή των συσσωµατωµάτων και  D  είναι ο 
συντελεστής µοριακής διάχυσης.  
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6.2.2 Υδροδυναµική διασπορά 
Όταν δύο αναµίξιµα υγρά εκτοπίζουν το ένα το άλλο σε ένα πορώδες µέσο, 
παρατηρείται µικροσκοπική ανάµιξη στη διεπιφάνεια των δύο υγρών, και το µήκος της 
µεταβατικής ζώνης αυξάνει µε την πάροδο του χρόνου. Το φαινόµενο αυτό 
ονοµάζεται υδροδυναµική διασπορά (hydrodynamic dispersion) και προκύπτει 
εξαιτίας ενός συνδυασµού φυσικοχηµικών και µηχανικών διαδικασιών. H φυσικοχηµική 
διασπορά (physicochemical dispersion) ή µοριακή διάχυση (molecular diffusion) 
προκαλείται από τυχαίες µοριακές κινήσεις (random molecular motion). H µοριακή 
διάχυση είναι ανάλογος της αρνητικής βαθµίδας της συγκέντρωσης, αλλά δεν 
εξαρτάται από την κατεύθυνση ροής και την ταχύτητα διήθησης του υγρού. 
Απεναντίας η µηχανική διασπορά (mechanical dispersion) εξαρτάται από την 
κατεύθυνση ροής και αφορά κινηµατικούς και δυναµικούς µηχανισµούς οι οποίοι 
προκαλούνται από την ανοµοιόµορφη ταχύτητα διήθησης στην κλίµακα των πόρων 
µέσα στο ανοµοιόµορφο χώρο των διάκενων του πορώδους µέσου.  
 
Στο Σχήµα 6.2 απεικονίζεται η διασπορά ενός ιχνηθέτη, ο οποίος εισέρχεται από 
συνεχή, σηµειακή πηγή σε κορεσµένο µε νερό, ισότροπο και οµοιογενές δισδιάστατο 
πορώδες µέσο. Παρατηρούµε ότι λόγω της υδροδυναµικής διασποράς, η 
συγκέντρωση του ιχνηθέτη ελαττώνεται ενώ η επιφάνεια της ζώνης την οποία 
καλύπτει ο ιχνηθέτης αυξάνει µε την πάροδο του χρόνου.  
 

 
 
Σχήµα 6.2: Σχηµατική παράσταση της διεργασίας της µηχανικής διασποράς σε ένα 
δισδιάστατο πορώδες µέσο. Η συγκέντρωση του ιχνηθέτη παρουσιάζεται σε τρεις 
διαφορετικές χρονικές στιγµές και είναι ανάλογος του χρώµατος της επιφάνειας της 
ζώνης κάλυψης. Όσο πιο σκούρο είναι το χρώµα τόσο µεγαλύτερη είναι η 
συγκέντρωση του ιχνηθέτη (t1<t2<t3). 
 
Ο συντελεστής διαµήκης διασποράς (longitudinal dispersion), DL, ορίζει την 
υδροδυναµική διασπορά στην κύρια κατεύθυνση ροής. Ο συντελεστής εγκάρσιας 
διασποράς (transverse dispersion), DT, ορίζει την υδροδυναµική διασπορά εγκάρσια 
στην κύρια κατεύθυνση ροής. Συνήθως, ο συντελεστής διαµήκης διασποράς είναι 
µεγαλύτερος του συντελεστή εγκάρσιας διασποράς (DL>DT). Η εγκάρσια διασπορά 
µειώνει τη συγκέντρωση παντού πίσω από το µέτωπο µεταγωγής, ενώ η διαµήκης 
διασπορά µειώνει τη συγκέντρωση µόνο πίσω από το εµπρόσθιο τµήµα της ζώνης 
ρύπανσης.  
 
Στο Σχήµα 6.3 γίνεται σύγκριση εξάπλωσης µιας ζώνης ρύπανσης από στιγµιαία 
εισαγωγή ρύπου σε δισδιάστατο υδροφορέα όπου η µεταφορά µάζας προκαλείται (α) 
µόνο από τη διαδικασία µεταγωγής και (β) µε συνδυασµό των διαδικασιών 
µεταγωγής και υδροδυναµικής διασποράς. Για την περίπτωση µεταφοράς µάζας 
εξαιτίας µόνο της διαδικασίας µεταγωγής το µέγεθος της ζώνης ρύπανσης παραµένει 
αµετάβλητο, όπως επίσης αµετάβλητη παραµένει και η συγκέντρωση του ρύπου. Στην 
περίπτωση όπου η µεταφορά µάζας εξαρτάται από τις διαδικασίες µεταγωγής και 
υδροδυναµικής διασποράς το µέγεθος της ζώνης ρύπανσης µεγαλώνει και η 
συγκέντρωση του ρύπου ελαττώνεται µε την πάροδο του χρόνου. 
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Σχήµα 6.3: Μεταφορά ρύπου µε στιγµιαία εισαγωγή σε δισδιάστατο υδροφορέα µε: 
(α) µόνο µεταγωγή και (β) µεταγωγή και υδροδυναµική διασπορά.  Η συγκέντρωση 
του ρύπου παρουσιάζεται σε διαφορετικές χρονικές στιγµές και είναι ανάλογος του 
χρώµατος της ζώνης κάλυψης. Όσο πιο σκούρο είναι το χρώµα τόσο µεγαλύτερη 
είναι η συγκέντρωση του ρύπου (t0<t1<t2<t3). 
 
Για µικρές ταχύτητες διήθησης, οι συντελεστές της διαµήκης και εγκάρσιας διασποράς 
είναι περίπου ίσοι µε τη µοριακή διάχυση. Η µοριακή διάχυση επηρεάζει την 
υδροδυναµική διασπορά σε χαµηλές ταχύτητες διήθησης. Εποµένως, ο συντελεστής 
υδροδυναµικής διασποράς αποτελείται από δύο µέρη: 
 
                                                   D = De+Dm                                                (6.11) 

 
όπου D

e  είναι ο συντελεστής αποτελεσµατικής µοριακής διάχυσης (effective 

diffusion) και Dm είναι ο συντελεστής µηχανικής διασποράς (mechanical dispersion).  
  
Οι τρεις παράγοντες που συνεισφέρουν στην υδροδυναµική διασπορά απεικονίζονται 
στο Σχήµα 3.4. Η υδροδυναµική διασπορά εξαιτίας (α) της ανάµιξης σε χωριστούς 
πόρους, η οποία οφείλεται στο παραβολικό προφίλ της κατανοµής ταχύτητας 
διήθησης στον χώρο των διάκενων και (β) λόγω του διαφορετικού µήκους των 
διαφόρων πορειών ροής αποτελούν τη µηχανική διασπορά, ενώ (γ) η ανάµιξη 
εξαιτίας της µοριακής διάχυσης ισοδυναµεί µε την αποτελεσµατική µοριακή διάχυση. 
 

 
 

Σχήµα 6.4: Απεικόνιση των τριών µηχανισµών-διεργασιών που προκαλούν 
υδροδυναµική διασπορά σε πορώδη µέσα. 
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Για ένα τρισδιάστατο, ανισότροπο πορώδες µέσο ο συντελεστής της υδροδυναµικής 
διασποράς είναι ένας συµµετρικός τανυστής µε 9 όρους (Bear, 1979): 

 

                                                 D= 

Dxx Dxy Dxz

Dyx Dyy Dyz

Dzx Dzy Dzz

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

                                   (6.12) 

 
όπου  
 

                             Dxx  =  αT U +
αL − αT( )Ux

2

U
+De  = 

αLUx
2 + αT Uy

2 +Uz
2( )

U
+De          (6.13) 

 

                                          Dxy  =  Dyx =  
αL − αT( )UxUy

U
+De                             (6.14) 

 

                                          Dxz  =  Dzx =  
αL − αT( )UxUz

U
+De                             (6.15) 

 

                           Dyy  =  αT U +
αL − αT( )Uy

2

U
+De  = 

αLUy
2 + αT Ux

2 +Uz
2( )

U
+De            (6.16) 

 

                                           Dyz  =  Dzy =  
αL − αT( )UyUz

U
+De                            (6.17) 

 

                        

Dzz  =  αT U +
αL − αT( )Uz

2

U
+De  = 

αLUz
2 + αT Ux

2 +Uy
2( )

U
+De               (6.18) 

 

                                                
   
U  =  Ux

2 +Uy
2 +Uz

2( )1/2
                                     (6.19) 

 

αL  [L] είναι η διαµήκης τάση διασποράς, αT [L] είναι η εγκάρσια τάση διασποράς και 
U=(Ux,Uy,Uz)

T είναι το τρισδιάστατο διάνυσµα της ενδοπορώδους ταχύτητας. 
Εποµένως χρειάζονται µόνο 6 διαφορετικοί όροι για να περιγράψουν πλήρως το 
συντελεστή της υδροδυναµικής διασποράς σε τρισδιάστατο πορώδες µέσο.  
 
Η τάση διασποράς για ένα διαλυµένο στο νερό ρύπο (µοριακό µέγεθος) θεωρείται ότι 
είναι ιδιότητα του πορώδους µέσου (Bear, 1979). Βέβαια η θεωρία αυτή δεν ισχύει 
για ένα αιωρούµενο στο νερό σωµατίδιο. Η πειραµατική εργασία των Chrysikopoulos 
and Katzourakis (2015) έδειξε ότι η τάση διασποράς ενός αιωρούµενου σωµατιδίου, 
σε αντίθεση µε ρύπους µοριακού µεγέθους, εξαρτάται από το µέγεθος του 
σωµατιδίου. Πραγµατοποιήθηκαν 48 πειράµατα µεταφοράς κολλοειδών µε εύρος 
διαµέτρου (dp [L]) 28<dp<5500 nm, σε στήλες µε µήκος 15 και 30 cm, µε πληρωτικό 
υλικό γυάλινες σφαίρες, κάτω από χηµικά δυσµενείς συνθήκες απόθεσης κολλοειδών 
(pH>7 και Is<1mM). Από τα πειραµατικά δεδοµένα που συλλέχτηκαν βρέθηκε η 
παρακάτω εµπειρική σχέση για την τάση διασποράς, συναρτήσει του µεγέθους των 
αιωρούµενων σωµατιδίων: 

 



 301 

                                       αL cm⎡⎣ ⎤⎦ =  0,29+5,34×10−5dp nm⎡⎣ ⎤⎦                             (6.20) 

 
όπου η διάµετρος πρέπει να έχει µονάδες [nm] και η τάση διασποράς δίνεται σε 
µονάδες [cm]. Όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 6.5, η τάση διασποράς για τα 
κολλοειδή είναι µεγαλύτερη από κάποιο ιχνηθέτη (µοριακού µεγέθους) διότι τα 
κολλοειδή δεν είναι προσβάσιµα σε όλο τον όγκο των διακένων του πορώδους µέσου 
και συγχρόνως λόγω πεπερασµένου µεγέθους τα κολλοειδή ή άλλα αιωρούµενα 
σωµατίδια δεν µπορούν να επιλέξουν τα άκρα (περιοχή µικρών ταχυτήτων) του 
παραβολικού προφίλ του φάσµατος ταχύτητας. 
 

 
 
Σχήµα 6.5: Σχηµατική απεικόνιση µεταφοράς (α) ενός ιχνηθέτη (συντηρητική 
διαλυµένη στο νερό ουσία µοριακού µεγέθους) και (β) κολλοειδών σε κορεσµένο µε 
νερό πορώδες µέσο. Ο ιχνηθέτης µπορεί να επιλέξει ολόκληρο το παραβολικό 
προφίλ του φάσµατος ταχύτητας (πράσινη περιοχή). Τα κολλοειδή δεν υποβάλουν σε 
δειγµατοληψία το κολοβωµένο τµήµα του παραβολικού προφίλ ταχύτητας (κόκκινη 
περιοχή). Επίσης, τα κολλοειδή δεν εισέρχονται σε χώρους πόρων µε άνοιγµα 
µικρότερο από τη διάµετρο των κολλοειδών, dp, πράγµα που ουσιαστικά οδηγεί σε 
µείωση του όγκου του πορώδους (κενού χώρου) που είναι προσβάσιµος από τα 
κολλοειδή (µείωση του αποτελεσµατικού πορώδους). Όµως το υγρό έχει συνεχή 
πρόσβαση σε όλα τα διάκενα  του πορώδους µέσου. 
 
Για την περίπτωση όπου η κύρια κατεύθυνση της µέσης ενδοπορώδους ταχύτητας 
τυγχάνει να συµπίπτει µε τον άξονα του συστήµατος των συντεταγµένων, τότε 
Dxy=Dyx=Dxz=Dzx=Dyz=Dzy=0. Έτσι ο συντελεστής της υδροδυναµικής διασποράς 
απλοποιείται σε ένα διαγώνιο τανυστή (Bear, 1979): 
 

                                              

  

D = 

Dxx 0 0

0 Dyy 0

0 0 Dzz

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

                                    (6.21) 

 
όπου Dxx, Dyy και Dzz δίνονται από τις εξισώσεις (6.13), (6.16) και (6.18), αντίστοιχα. 
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Η µηχανική διασπορά είναι ανάλογος της µέσης ενδοπορώδους ταχύτητας (DmµU). 
Για ένα τρισδιάστατο, ανισότροπο πορώδες µέσο, όπου η κύρια κατεύθυνση της 
µέσης ενδοπορώδους ταχύτητας τυγχάνει να συµπίπτει µε τον άξονα του συστήµατος 
των συντεταγµένων, ο τανυστής της µηχανικής διασποράς είναι (Bear, 1979): 
 

                                         Dm = AU = 

αLU 0 0

0 αTU 0

0 0 αTU

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

                               (6.22) 

 
όπου Α είναι ο τανυστής τάσης διασποράς.  Εποµένως, οι συντελεστές διαµήκης και 
εγκάρσιας υδροδυναµικής διασποράς εκφράζονται από τις σχέσεις: 
 
                                                     DL  = De +αLU                                           (6.23) 

 
                                                        DT  = De +αTU                                          (6.24) 

   
Ο Schulze-Makuch (2005) συγκέντρωσε πειραµατικά δεδοµένα από 109 
διαφορετικές µελέτες για διαφορετικά γεωλογικά πετρώµατα και πρότεινε διάφορες 
εµπειρικές συσχετίσεις για τον συντελεστή διαµήκης τάσης διασποράς σε συνάρτηση 
της κλίµακας πεδίου.  Οι µαθηµατικές εκφράσεις των συσχετίσεων αυτών δίνονται 
στον Πίνακα 6.1 και παρουσιάζονται γραφικά στο Σχήµα 6.6. Αργότερα, οι 
Chrysikopoulos and Katzourakis (2015) συνέλεξαν πολλά καινούργια δεδοµένα από 
πρόσφατες πειραµατικές µελέτες και πρότειναν την παρακάτω βελτιωµένη εµπειρική 
σχέση για τον για τον συντελεστή διαµήκης τάσης διασποράς σε συνάρτηση της 
κλίµακας πεδίου: 
 
                                                     αL  = 0,039 L0,91                                          (6.25) 

 
όπου το L (m) είναι η κλίµακα του πεδίου (µήκος του πορώδους µέσου) 
 
 

Πίνακας 6.1: Εµπειρικές συσχετίσεις του συντελεστή διαµήκης  
τάσης διασποράς για διάφορα πετρώµατα✝ 

 
                                 

 

✝Υιοθετηµένο από τον Schulze-Makuch (2005),  
 το L έχει µονάδες [meters]. 

 
 

Πέτρωµα Εµπειρική συσχέτιση 
  

Μη-στερεοποιηµένα πετρώµατα 
(unconsolidated sediments) 

αL=0,085(L)0,81 

Ψαµµίτες 
(sandstones) 

αL=0,01(L)0,92 

Ανθρακικά πετρώµατα 
(carbonates) 

αL=0,80(L)0,40 

Βασάλτες 
(basalts) 

αL=0,15(L)0,61 

Γρανίτες 
(granites) 

αL=0,21(L)0,51 
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Σχήµα 6.6: Γραφική παράσταση των εµπειρικών συσχετίσεων Schulze-Makuch (2005) 
του συντελεστή αL σε συνάρτηση της κλίµακας πεδίου για διάφορα πετρώµατα. 
 
Η εξάρτηση του συντελεστή υδροδυναµικής διασποράς µε την κλίµακα του πεδίου 
έχει αποδειχθεί από τα πειραµατικά δεδοµένα πολλαπλών εργασιών. Στο Σχήµα 6.7 
παρουσιάζονται τα πειραµατικά δεδοµένα για τη διαµήκη τάση διασποράς από 
διάφορες µελέτες πεδίου που έχουν δηµοσιευτεί στη διεθνή βιβλιογραφία, όπως 
συγκεντρώθηκαν από τους Chrysikopoulos and Katzourakis (2015). Παρατηρείται ότι 
ο συντελεστής αL αυξάνει µε τη αύξηση της κλίµακας του πεδίου. Η εξάρτηση του αL 

στην κλίµακα του πεδίου αποδίδεται στην ύπαρξη τοπικών ανοµοιογενειών του 
πεδίου. 
 
Διάφορες εµπειρικές συσχετίσεις για τους συντελεστές υδροδυναµικής διασποράς 
έχουν δηµοσιευτεί στην βιβλιογραφία για σταθερής κλίνης ή µη-στερεοποιηµένα 
πορώδη µέσα τα οποία αποτελούνται από οµοιόµορφους κόκκους άµµου. Οι 
εµπειρικές συσχετίσεις διαµήκους και εγκάρσιας υδροδυναµικής διασποράς σε 
συνάρτηση του αδιάστατου αριθµού Pep οι οποίες υιοθετούνται συχνά έχουν προταθεί 
από τους Fried and Combarnous (1971). Οι εµπειρικές συσχετίσεις αυτές είναι 
βασισµένες σε προσέγγιση πολλαπλών πειραµατικών δεδοµένων, όπως φαίνεται στα 
Σχήµατα 6.8 και 6.9, και δίνονται στον Πίνακα 6.2.  
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Σχήμα 6.7: Διαμήκης τάσης διασποράς από διάφορες μελέτες στο πεδίο οι οποίες 
έχουν συγκεντρωθεί από τους: (GS-M) Gelhar, 1986, Gelhar et al., 1992 and Schulze-
Makuch,2005; (CLH) Chrysikopoulos et al., 2000; (DHC) Dela Barre et al., 2002; 
(BMN) Baumann et al., 2002; (CPK) Chrysikopoulos et al., 2011; (AC) Anders and 
Chrysikopoulos, 2005; (KSC) Keller et al., 2004; (VC) Vasiliadou and Chrysikopoulos, 
2011; (SC) Syngouna and Chrysikopoulos, 2011; (CSVK) Chrysikopoulos et al., 
2012; (BW) Baumann and Werth, 2004; (BTN) Baumann et al., 2010; and (CK) 
Chrysikopoulos and Katzourakis, 2015. 
 

Πίνακας 6.2: Εµπειρικές συσχετίσεις Fried-Combarnous  για τους  
συντελεστές διαµήκης και εγκάρσιας υδροδυναµικής διασποράς 

 Διαµήκης υδροδυναµική 
διασπορά 

Εγκάρσια υδροδυναµική 
διασπορά 

Pep <1 DL

D
 = 0,67  DT

D
 = 0,7  

1<Pep < 260  DL

D
 = 0,67+0,5 Pep( )1,2

 DT

D
 = 0,7+0,025 Pep( )1,1

 

260<Pep <10
5  DL

D
 = 0,67+1,8Pep  DT

D
 = 0,7+0,025Pep  
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Σχήµα 6.8: Πειραµατικά δεδοµένα (σύµβολα) και η εµπειρική συσχέτιση διαµήκης 
υδροδυναµικής διασποράς (συµπαγής καµπύλη): (CB) Carberry and Bretton, 1958; 
(EB) Ebach and White, 1958; (HR) Harleman and Rumer, 1963; (ER) Edwards and 
Richardson, 1968; και (HBC) Han et al., 1985. 
 

 
 

Σχήµα 6.9: Πειραµατικά δεδοµένα (σύµβολα) και η αντίστοιχη εµπειρική συσχέτιση 
εγκάρσιας υδροδυναµικής διασποράς (συµπαγής καµπύλη): (HR) Harleman and 
Rumer, 1963; (HvR) Hassinger and von Rosenberg, 1968; και (HBC) Han et al., 1985. 
 
Από το Σχήµα 6.10 φαίνεται ότι και οι δύο συντελεστές διασποράς έχουν παρόµοια 
συµπεριφορά σε συνάρτηση του αριθµού Pep. Για συνθήκες όπου Pep<1 επικρατεί 
µοριακή διάχυση, για 1<Pep<260 επικρατεί µηχανική διασπορά και για 260< Pep<105 
η συνεισφορά του συντελεστή µοριακής διάχυσης είναι αµελητέα και συχνά δεν 
υπολογίζεται (Bear, 1972; Roberts et al., 1987). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι για 
συνθήκες όπου επικρατεί µοριακή διάχυση (Pep<1) η διαµήκη υδροδυναµική διασπορά 
(DL/D =0,67) δεν ισοδυναµεί µε την εγκάρσια υδροδυναµική διασπορά (DΤ/D =0,7) 

γιατί η τιµή του συντελεστή αποτελεσµατικής µοριακής διάχυσης, D
e
=D /τ, ή 
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αντίστοιχα η τιµή του δαιδαλώδους των πόρων, είναι διαφορετική στις δύο κύριες 
κατευθύνσεις.  
 

 
 

Σχήµα 6.10: Σύγκριση των εµπειρικών συσχετίσεων διαµήκους και εγκάρσιας 
υδροδυναµικής διασποράς των Fried and Combarnous (1971) σε συνάρτηση του 
αδιάστατου αριθµού Pep. 
 
Ο Delgado (2007) συγκέντρωσε µια εξαντλητική συλλογή δεδοµένων υδροδυναµικής 
διασποράς, αποτελούµενη από περισσότερες των πεντακοσίων τιµών και δηµοσίευσε 
ένα σετ βελτιωµένων εµπειρικών συσχετίσεων για τους  συντελεστές υδροδυναµικής 
διασποράς. Οι βελτιωµένοι συντελεστές δίνονται στον Πίνακα 6.3. Επίσης οι Rolle et 
al., (2012) βασιζόµενοι στην θεωρητική δουλειά των Bear and Bachmat (1967) και 
την πειραµατική εργασία των Chiogna et al. (2010) δηµοσίευσαν την έξης εµπειρική 
συσχέτιση για το συντελεστή εγκάρσιας υδροδυναµικής διασποράς: 
 

                                                       

DT  =De +D
Pep( )2

Pep + 2 + 4δ2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

β

                                        

(6.26)
 

 
όπου δ=d/Rh [-],d [L] είναι η διάμετρος των κόκκων ή των συσσωματωμάτων, Rh [L] είναι 
η υδραυλική ακτίνα και ο πάνω δείκτης β [-] είναι μία εμπειρική παράμετρος. Στον 
Πίνακα 6.4 δίνονται αντιπροσωπευτικές τιμές για τις παραμέτρους β και δ. 
 

Πίνακας 6.3: Εµπειρικές συσχετίσεις Delgado για τους συντελεστές 
διαµήκης και εγκάρσιας υδροδυναµικής διασποράς† 

Διαµήκης υδροδυναµική διασπορά Εγκάρσια υδροδυναµική διασπορά 

DL

De

 = 1      Pep < 0,1 DT

De

 = 1       Pep <1 

DL

De

 = 
Pep

e

0,8 / Pep
e + 0,4

      0,1<Pep < 4  

        

DT

De

 = 1+ 1
2,7 ×10−5Sc +12 / Pep

e    1<Pep <1600
Sc < 550

 

DL

De

 = 
Pep

e

18 Pep
e( )−1,2

+ 2,35 Sc( )−0,38⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

0,5     DT

De

 = 1+ 1
0,017 +14 / Pep

e             1<Pep <1600
Sc ≥ 550
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     Pep > 4      Re <10  

DL

De

 = 
Pep

e

25 Sc( )1,14
/ Pep

e + 0,5
   Pep <10

6

Re >10
 

       

DT

De

 = 
Pep

e

0,058Sc +14( ) −Ω  

Ω = 0,058Sc + 2( )exp −500 Sc( )0,5 / Pepe⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
 

      1600<Pep <106     Sc < 550  
 

DL

De

 = 
Pep

e

2
        

  
Pep >106  DT

De

 = 
Pep

e

45,9 − 33,9 × exp −21 Sc / Pep
e⎡⎣ ⎤⎦

 

       1600<Pep <106      Sc ≥ 550  

 DT

De

 = 
Pep

e

12
       Pep >106  

†(α) Pep
e  είναι µια παραλλαγή του ορισµού του αριθµού Péclet (Pep) και είναι 

συνάρτηση του συντελεστή αποτελεσµατικής µοριακής διάχυσης, (β) Sc (Schmidt 
number) είναι ο αδιάστατος αριθµός Schmidt και (γ) Re (Reynolds number) είναι ο 
αδιάστατος αριθµός Reynolds: 

   
Pep

e  =
Ud
De

,
  

Sc = µ
ρD

,
   

Re =ρUd
µ  

 
 

Πίνακας 6.4: Τυπικές τιµές των συντελεστών β και δ† 

              

†Πηγή: Rolle et al. (2012) 
 
Οι γενικευµένες εµπειρικές συσχετίσεις των συντελεστών υδροδυναµικής διασποράς 
θα πρέπει να χρησιµοποιούνται µε προσοχή γιατί διάφορες πειραµατικές µελέτες σε 
στήλες σταθερής κλίνης έχουν δείξει ότι για σταθερό αριθµό Pep, οι συντελεστές DL 
και DT αυξάνονται όσο αυξάνεται το µέγεθος των γυάλινων σφαιριδίων που 
αποτελούν το πληρωτικό υλικό (Pozzi and Blackwell, 1963; Hassinger and von 
Rosenberg, 1968). Επίσης, ο συντελεστής DL αυξάνει ενώ ο συντελεστής DT είναι 
λιγότερο ευαίσθητος στην αύξηση του εύρους της κατανοµής των σφαιριδίων 
κρατώντας σταθερά τη µέση τιµή της διαµέτρου των σφαιριδίων και σταθερό τον 
αδιάστατο αριθµό Pep (Han et al., 1985). 
 
 
6.2.3 Συντελεστής επιβράδυνσης (retardation factor) 
Ο συντελεστής επιβράδυνσης αντιπροσωπεύει το λόγο της ενδοπορώδους 
ταχύτητας, U, ως προς την ταχύτητα της διαλυµένης ουσίας στην υδατική φάση, Uc: 
 

                                                        
  

€ 

R =  
U
Uc

                                             (6.27) 

 
Εποµένως, ο συντελεστής επιβράδυνσης έχει τιµή µεγαλύτερη ή ίση µε τη µονάδα 
(R³1). Σε φυσικά πορώδη µέσα ο συντελεστής επιβράδυνσης δεν είναι µια σταθερά 

Πορώδες µέσο Κλίµακα Darcy Κλίµακα πόρων 
 β [-] δ [-] β [-] δ [-] 

Λεπτόκοκκη άµµος 0,50 7,7 0,58 4,0 
Μεσόκοκκη άµµος 0,50 4,7 0,50 4,0 
Χοντρόκοκκη άµµος 0,47 6,2 0,45 3,5 



 308 

αλλά µια χωρικά µεταβαλλόµενη συνάρτηση, R=f(x) (Chrysikopoulos et al., 1990, 
1992)  ή ακόµη  και µια χώρο-χρονικά µεταβαλλόµενη συνάρτηση R=f(x,t). 
 
Η εξίσωση που περιγράφει το συντελεστή επιβράδυνσης εξαρτάται από την 
αντιπροσωπευτική ισοθερµική προσρόφηση. Για την περίπτωση γραµµικής 
ισοθερµικής προσρόφησης, η µερική διαφορική εξίσωση που περιγράφει τη µεταφορά 
µάζας σε µονοδιάστατο πορώδες µέσο τροποποιείται ως εξής: 
 

  

€ 

∂c
∂t

+
ρb

n
∂c∗

∂t
 =  − U

∂c
∂x

+ Dx
∂2c

∂x2
 

c∗ =  Kdc ⇒  
∂c∗

∂t
 =  Kd

∂c
∂t

⎫ 

⎬ 

⎪ 
⎪ ⎪ 

⎭ 

⎪ 
⎪ 
⎪ 

 ⇒  

 

  

€ 

⇒  1+
ρbKd

n

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
∂c
∂t

 =  − U
∂c
∂x

+ Dx
∂2c

∂x2
 

 
και ορίζουµε τη σχέση στην παρένθεση ως τον αντίστοιχο συντελεστή επιβράδυνσης: 
 

  

€ 

R =  1+
ρb

n
Kd  

 
Για την περίπτωση γραµµικής ισοθερµικής προσρόφησης τύπου Freundlich η 
αντιπροσωπευτική µερική διαφορική εξίσωση τροποποιείται ως εξής: 
 

  

€ 

c∗ =  Kfc
m ⇒  

∂c∗

∂t
 =  Kfmcm−1 ∂c

∂t
 

 
εποµένως 
 

1+
ρbKfmcm−1

n
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
∂c
∂t

 = − U ∂c
∂x

+Dx
∂2 c
∂x2  

 
και ο συντελεστής επιβράδυνσης δίνεται από τη σχέση: 

 

  

€ 

R =  1+
ρb

n
Kfmcm−1 

 
Για την περίπτωση γραµµικής ισοθερµικής προσρόφησης τύπου Langmuir η µερική 
διαφορική εξίσωση τροποποιείται ως εξής: 
 

    

€ 

c* =  
Q !α1c
1+ α1c

 ⇒  
∂c∗

∂t
 =  

Q !α1

1+ α1c
−

Q !α1
2c

1+ α1c( )2
⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 

∂c
∂t

 

 

    

€ 

⇒  
∂c∗

∂t
 =  

Q !α1

1+ α1c( )2
⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 

∂c
∂t

 

 
εποµένως 

 



 309 

1+
ρb

n
Q!α1

1+α1c( )2
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

∂c
∂t

 = − U ∂c
∂x

+Dx
∂2 c
∂x2  

 
και ο συντελεστής επιβράδυνσης ορίζεται ως εξής: 

 

    

€ 

R =  1+
ρb

n
Q !α1

1+ α1c( )2
 

 
Οι µαθηµατικοί τύποι των συντελεστών επιβράδυνσης για τις τρεις διαφορετικές 
τυπικές ισοθερµικές που περιεγράφηκαν παραπάνω παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.7. 
 
 

Πίνακας 6.7: Αναλυτικές εξισώσεις του συντελεστή R για διάφορες ισοθερµικές 
προσρόφησης και µονοδιάστατη µεταφορά µάζας 

 
 
Ισοθερµική 
 

Συντελεστής  
επιβράδυνσης 

Γραµµική ισοθερµική  
(linear isotherm)   

€ 

R =  1+
ρb

n
Kd 

Ισοθερµική τύπου Freundlich 
(Freundlich isotherm)   

€ 

R =  1+
ρb

n
Kfmcm-1 

Ισοθερµική τύπου Langmuir 
(Langmuir isotherm) 

    

€ 

R =  1+
ρb

n
Q !α1

1+α1c( )2
 

 
 
Παράδειγµα 6.2 

Να υπολογιστεί η ταχύτητα µιας ουσίας, Uc, σε σχέση µε την ενδοπορώδη ταχύτητα 
του νερού, U,  σε µια κλίνη µε πορώδες n=0,2. Η διαλυµένη ουσία ακολουθεί µια 
γραµµική ισοθερµική προσρόφηση µε συντελεστή κατανοµής Kd=8 mL/g. Η 
πυκνότητα των στερεών που αποτελούν το πληρωτικό υλικό της κλίνης είναι ρb=1,82 
g/cm3.  
 
Λύση:  
 
Ο συντελεστής επιβράδυνσης ορίζεται ως εξής: 
 

R = U
Uc

 = 1+
ρb

n
Kd  

 

⇒  U
Uc

 = 1+ 1,82 g/cm3

0,2
8 mL

g
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

cm3

mL
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
 

 

⇒  U
Uc

 = 72,8  

 

⇒  Uc  = 0,0137 U     •  
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6.3 Οριακές συνθήκες για µονοδιάστατα συστήµατα 
 
Για να εξαχθεί µια µοναδική (unique) λύση της µερικής διαφορικής εξίσωσης 
µεταγωγής-διασποράς (advection-dispersion) είναι απαραίτητο να οριστούν οι 
αρµόζουσες αρχικές και οριακές συνθήκες. Οι αρχικές συνθήκες ορίζουν την 
κατάσταση του πορώδους µέσου υπό µελέτη στον αρχικό χρόνο (t=0). Οι οριακές 
συνθήκες περιγράφουν την επίδραση του περιβάλλοντος στο πορώδες µέσο. Όταν οι 
οριακές συνθήκες οριστούν, τότε το εξωτερικό περιβάλλον του πορώδους µέσου 
µπορεί να αγνοηθεί πλήρως. 
 
Οι οριακές συνθήκες οι οποίες χρησιµοποιούνται σε διάφορα συστήµατα µεταφορά 
µάζας σε πορώδη µέσα κατατάσσονται σε τρεις κατηγορίες: (α) Τύπος-Ι ή σταθερή 
συγκέντρωση (first type ή Dirichlet), (β) Τύπος-ΙΙ ή σταθερή κλίση (second type ή 
Neuman) και (γ) Τύπος-ΙΙΙ ή σταθερή ροή µάζας (third type ή Cauchy). Οι πλέον 
εύχρηστες συνθήκες για το ανάντη όριο (upper boundary) µονοδιάστατων πορωδών 
µέσων δίνονται στον Πίνακα 6.5 και για το κατάντη όριο στον Πίνακα 6.5. 
 

Πίνακας 6.5: Ορισµένες ανάντη οριακές συνθήκες για µονοδιάστατα συστήµατα. 

 
Για τα περισσότερα µονοδιάστατα προβλήµατα η κατάντη οριακή συνθήκη έχει τη 
µορφή σταθερής συγκέντρωσης (µηδενικής συγκέντρωσης για πορώδη ηµι-απείρων 
διαστάσεων)  ή σταθερής ροής µάζας (µηδενικής κλίσης). Επίσης θα πρέπει να 
σηµειωθεί ότι, για την απλούστευση των αναλυτικών λύσεων, συχνά θεωρείται ότι το 
πορώδες µέσο είναι ηµι-απείρων διαστάσεων. Δηλαδή το κατάντη όριο τείνει στο 
άπειρο. Αυτή η οριακή συνθήκη ηµι-απείρων διαστάσεων δεν είναι ρεαλιστική γιατί 
κάθε πραγµατικό πορώδες µέσο έχει καθορισµένες, πεπερασµένες διαστάσεις, αλλά 
είναι πάρα πολύ χρήσιµη συνθήκη όταν επιθυµητή είναι η εξαγωγή αναλυτικών 
λύσεων και πρέπει να σηµειωθεί ότι οδηγεί σε αποτελέσµατα δίχως ουσιαστικό 
σφάλµα για σχετικά µικρούς χρόνους. Δηλαδή για αρκετά µικρούς χρόνους ώστε η 
µάζα που µεταφέρεται µέσα στο πορώδες δεν έχει κατορθώσει να φτάσει πλησίον 
του κατάντη ορίου. Συσσώρευση  σφάλµατος είναι πιθανή εάν χρησιµοποιηθεί 
αναλυτική λύση ηµι-απείρων διαστάσεων για προσοµοιώσεις µεταφοράς µάζας µέσα 
σε πεπερασµένου µεγέθους πορώδη µέσα. 
 

Συνθήκη Μαθηµατική έκφραση 
(1) Σταθερή συγκέντρωση 
      (constant concentration) 

    

€ 

c(0,t) =  c!  

(2) Βηµατική διαταραχή µε σταθερή  
      συγκέντρωση (pulse-type loading) 

    

€ 

c(0,t) =  
c!   0 < t < tp

0         t ≥ tp

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
 

(3) Εκθετική φθορά µε συγκέντρωση  
      πηγής που τείνει στο µηδέν 
      (exponential decay) 

 

    

€ 

c(0,t) =  c!e
−λt  

(4) Εκθετική φθορά µε συγκέντρωση  
      πηγής που τείνει στο Ca 

  

€ 

c(0,t) =  ca +cbe
−λt  

(5) Σταθερή ροή µάζας µε σταθερή 
      συγκέντρωση πηγής (constant flux 
      with constant input concentration) 

    

€ 

−D
∂c(0,t)
∂x

+Uc(0,t) =  Uc!  

(6) Βηµατική διαταραχή µε σταθερή ροή 
      µάζας (pulse-type loading with 
      constant input flux)     

€ 

−D
∂c(0,t)
∂x

+Uc(0,t) =  
Uc!  0 < t < tp

0        t ≥ tp

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
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Πίνακας 6.6: Κατάντη οριακές συνθήκες για µονοδιάστατα συστήµατα. 
 

Συνθήκη Μαθηµατική έκφραση 
(1) Μηδενική συγκέντρωση για 
      πορώδες  ηµι-απείρων 
      διαστάσεων (semi-infinite) 

 
c ∞, t( )  = 0  

(2)  ηµι-απείρων διαστάσεων 
      (semi-infinite) 

∂c ∞, t( )
∂x

 = 0  

(3) πεπερασµένων διαστάσεων 
     (finite length) 

∂c L, t( )
∂x

 = 0  

 
 

6.3.1 Επίδραση οριακών συνθηκών και παραµέτρων 
Η επίδραση των ανάντη οριακών συνθηκών είναι εµφανής µόνο όταν εφαρµοστούν 
σε ένα µοντέλο µεταφοράς µάζας. Εδώ εξετάζουµε δύο αναλυτικές λύσεις της 
εξίσωσης µεταγωγής-διασποράς που περιγράφει τη µεταφορά µιας διαλυµένης στο 
νερό οργανικής ουσίας σε µονοδιάστατο, οµοιόµορφο, κορεσµένο µε νερό πορώδες 
µέσο: 
  

                                                        
  

€ 

R
∂c
∂t

 =  − U
∂c
∂x

+ Dx
∂2c

∂x2
                                                  (6.28) 

 
για την αρχική συνθήκη µηδενικής συγκέντρωσης της ουσίας στο πορώδες µέσο: 
 
                                                                     c x,0( )  =  0                                                              (6.29) 

   
και για δύο διαφορετικές ανάντη οριακές συνθήκες, ονοµαστικά τη συνθήκη σταθερής 
συγκέντρωσης ή Τύπου Ι και τη συνθήκη σταθερής ροής µάζας ή Τύπου ΙΙΙ: 
 
                                                                        c 0, t( ) = c!                                                              (6.30) 

 

                                                          −D
∂c 0, t( )
∂x

+Uc 0, t( )  = Uc!                                                  (6.31) 

 
και την κατάντη οριακή συνθήκη Τύπου ΙΙΙ 
 

                                                                     
  

€ 

∂c ∞, t( )
∂x

 =  0                                                          (6.32) 

 
Η λύση της µερικής διαφορικής εξίσωσης (6.28) βάσει των συνθηκών (6.29), (6.30) 
και (6.32) είναι (Lindstrom et al., 1967, Gershon and Nir, 1969): 

 

                                
c x,t( )

c!
 =  1

2
erfc Rx −Ut

2 DxRt( )
1/2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
+ 1

2
exp Ux

Dx

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥erfc Rx +Ut

2 DxRt( )
1/2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

                   (6.33) 

 
Όπου erfc(×) είναι η συµπληρωµατική συνάρτηση σφάλµατος. Άλλη µία λύση της 
µερικής διαφορικής εξίσωσης (6.28) βάσει των συνθηκών (6.29), (6.31) και (6.32) 
είναι (van Genuchten and Alves, 1982): 
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c x,t( )
c!

 =  1
2

erfc Rx −Ut

2 DxRt( )
1/2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
+ U2t
πDxR

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

1/2

exp −
Rx −Ut( )

2

4DxRt

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

          − 1
2

1+Ux
Dx

+ U2t
DxR

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟exp Ux

Dx

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥erfc Rx +Ut

2 DxRt( )
1/2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

                   (6.34) 

 
Αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης (6.28) για τις υπόλοιπες ανάντη οριακές συνθήκες 
του Πίνακα 6.5, καθώς και για πολλές άλλες οριακές συνθήκες, έχουν δηµοσιευτεί 
από τους van Genuchten and Alves  (1982). 
 
 

 
 
Σχήµα 6.11: Κατανοµή κανονικοποιηµένης συγκέντρωσης (C/Co) κατά µήκος 
µονοδιάστατου πορώδους µέσου συναρτήσει: (α) του χρόνου, (β) της ενδοπορώδους 
ταχύτητας, (γ) του συντελεστή υδροδυναµικής διασποράς και (δ) του συντελεστή 
επιβράδυνσης (εδώ U=0,04 cm/min, Dx=0,5 cm2/min, t=600 min, και R=1,2).  
 
Με σκοπό την διερεύνηση του πως οι παράµετροι του µοντέλου µεταφοράς µάζας 
(6.28) επηρεάζουν την εξέλιξη της κανονικοποιηµένης συγκέντρωσης C/Co µέσα σε 
ένα µονοδιάστατο, οµοιόµορφο, κορεσµένο µε νερό πορώδες µέσο, εννέα 
διαφορετικές προσοµοιώσεις πραγµατοποιήθηκαν χρησιµοποιώντας την αναλυτική 
λύση (6.33) και παρουσιάζονται στο Σχήµα 6.11. Όπως είναι αναµενόµενο, µε την 
πάροδο του χρόνου η συγκέντρωση της οργανικής ουσίας µεταφέρεται σε 
µεγαλύτερες αποστάσεις κατάντη (βλέπε Σχήµα 6.11α). Όσο µεγαλώνει η 
ενδοπορώδης ταχύτητα (U) τόσο γρηγορότερα η οργανική ουσία µεταφέρεται µέσα 
στο πορώδες (βλέπε Σχήµα 6.11β). Η αύξηση του συντελεστή υδροδυναµικής 
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διασποράς (Dx) οδηγεί σε µεγαλύτερη εξάπλωση της οργανικής ουσίας µέσα στο 
πορώδες (βλέπε Σχήµα 6.11γ). Όσο µεγαλώνει ο συντελεστής επιβράδυνσης (R) 
τόσο µικρότερη είναι η απόσταση που µεταφέρεται η οργανική ουσία µέσα στο 
πορώδες (βλέπε Σχήµα 6.11δ). 
 
 

6.3.2 Αδιάστατες µεταβλητές 
Χρησιµοποιώντας τις αδιάστατες µεταβλητές που δίνονται στην εξίσωση (6.7), οι 
σχέσεις (6.28)-(6.32) µετατρέπονται σε αδιάστατες εξισώσεις ως εξής: 
 

                                                          R ∂C
∂T

 = − ∂C
∂X

+ 1
Pe

∂2C
∂X2                                                       (6.35) 

 
                                                                    

  

€ 

C X,0( ) =  0                                                              (6.36) 

 
                                                                      

  

€ 

C 0, T( ) =  1                                                            (6.37) 

  

                                                    
  

€ 

−
1
Pe

∂C 0, T( )
∂X

+ UC 0, T( ) =  1                                               (6.38) 

 

                                                                   
  

€ 

∂C ∞, T( )
∂X

 =  0                                                           (6.39) 

 
Η λύση της αδιάστατης µερικής διαφορικής εξίσωσης (6.35) βάσει των συνθηκών 
(6.36), (6.37) και (6.39) είναι (Lapidus and Amudson, 1952): 
 

           

  

€ 

C X, T( ) =  
1
2

erfc
Pe

4RT

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

1/2

RX − T( )
⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
+

1
2

exp Pe X[ ]erfc
Pe

4RT

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

1/2

RX + T( )
⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
        (6.40) 

 
Η παραπάνω εξίσωση είναι η αδιάστατη µορφή της αναλυτικής λύσης (6.33). Επίσης 
η λύση της µερικής διαφορικής εξίσωσης (6.33) βάσει των συνθηκών (6.36), (6.37) 
και (6.39) είναι (Lindstrom et al., 1967; Gershon and Nir, 1969): 
 

                     

C X,T( )  =  
1
2

erfc
Pe

4RT
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2

RX − T( )
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+

Pe T
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⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2

exp −
Pe RX − T( )2

4RT

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

              − 1
2

1+Pe X+
Pe T

R
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

exp Pe X⎡⎣ ⎤⎦erfc
Pe

4RT
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2

RX + T( )
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

            (6.41) 

 
Η παραπάνω εξίσωση είναι η αδιάστατη µορφή της αναλυτικής λύσης (6.34) 

 
Η συµπεριφορά τον δύο αναλυτικών λύσεων (6.40) και (6.41) για δυο διαφορετικές 
τιµές του αδιάστατου αριθµού Péclet απεικονίζεται στο Σχήµα 6.12. Παρατηρούµε ότι 
η αδιάστατη συγκέντρωση στο κατώφλι διέλευσης (X=1) για µικρό Pe=5 διαφέρει στις 
δυο αναλυτικές λύσεις. Όµως για σχετικά µεγάλο Pe=20 οι δυο αναλυτικές λύσεις 
τείνουν να έχουν την ίδια συµπεριφορά. Δηλαδή όσο µεγαλώνει o αριθµός Pe, η 
ενδοπορώδης ταχύτητα υπερισχύει της υδροδυναµικής διασποράς (Dx<<U) και ο 
πρώτος όρος στην ανάντη οριακή συνθήκη σταθερής ροής µάζας ή Τύπου ΙΙΙ (6.31) 
είναι συγκριτικά ασθενέστερος και κατά συνέπεια η συνθήκη (6.31) τείνει να ταυτιστεί 
µε την ανάντη οριακή συνθήκη σταθερής συγκέντρωσης ή Τύπου Ι (6.30).  
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Σχήµα 6.12: Επίδραση των ανάντη οριακών συνθηκών σταθερής συγκέντρωσης ή 
Τύπου Ι (T-I, 6.37) και σταθερής ροής µάζας ή Τύπου ΙΙΙ (T-III, 6.38) στην αδιάστατη 
συγκέντρωση στο κατώφλι διέλευσης για: (α) Pe=5 και (β) Pe=20 (εδώ X=1 και 
R=1,2). 
 
 
 

6.5 Ρόλος της βαρύτητας στη µεταφορά σωµατιδίων σε 
πορώδη µέσα 
 
Η καθίζηση κολλοειδών σωµατιδίων από ρευστά αιωρήµατα, καθώς και η συγκράτησή 
κολλοειδών σωµατιδίων µε διάµετρο > 2 µm σε κοκκώδη πορώδη µέσα επηρεάζεται 
σηµαντικά από την βαρύτητα. Επίσης η ερευνητική µελέτη των Chrysikopoulos and 
Syngouna (2014) έδειξε ότι η µεταφορά αιωρούµενων στο νερό σωµατιδίων 
εξαρτάται από την κατεύθυνση ροής εξαιτίας της επίδρασης της βαρύτητας. Όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 6.14 η συγκέντρωση κολλοειδών στην έξοδο µιας στήλης µε 
πληρωτικό υλικό είναι µικρότερη όταν η κατεύθυνση ροής είναι κάθετη προς τα 
επάνω συγκριτικά µε οριζόντια ροή (σύγκρινε Σχήµατα 6.14 (α) και (β)). Το ακριβώς 
αντίθετο συµβαίνει όταν η κατεύθυνση ροής είναι κάθετη προς τα κάτω. Δηλαδή, η 
συγκέντρωση κολλοειδών στην έξοδο µιας στήλης µε πληρωτικό υλικό είναι 
µεγαλύτερη όταν η κατεύθυνση ροής είναι κάθετη προς τα κάτω συγκριτικά µε 
οριζόντια ροή (σύγκρινε Σχήµατα 6.14 (α) και (γ)). Επίσης, παρατηρήθηκε ότι ο 
ρυθµός εναπόθεσης σωµατιδίων είναι µεγαλύτερος για την ανοδική ροή παρά για την 
καθοδική ροή, υποδηλώνοντας ότι η βαρύτητα είναι µια σηµαντική ωθούσα δύναµη 
για την εναπόθεση κολλοειδών. Βάσει της παραπάνω µελέτης, όπως φαίνεται στο 
Σχήµα 6.15, είναι αναµενόµενο ότι ένα πλούµιο (ζώνη κάλυψης) µε πυκνά 
αιωρούµενα σωµατίδια να κινείται διαφορετικά σε ένα κορεσµένο υδροφορέα από ένα 
άλλο πλούµιο µε αιωρούµενα σωµατίδια ουδέτερης πυκνότητας. Το πλούµιο µε τα 
πυκνά σωµατίδια αναµένεται να ακολουθήσει εξαιτίας της βαρύτητας µια πορεία µε 
καθοδική κλίση, ενώ το πλούµιο µε σωµατίδια ουδέτερης πυκνότητας θα ακολουθήσει 
µια οριζόντια πορεία. Τα µέγεθος των πλουµίων µεγαλώνει µε την πάροδο του 
χρόνου διότι η ζώνη κάλυψης αυξάνει εξαιτίας της υδροδυναµικής διασποράς. 
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Σχήµα 6.14: Πειραµατικά δεδοµένα (σύµβολα) και προσοµοιωµένες προβλέψεις του 
µαθηµατικού µοντέλου (συνεχείς καµπύλες) για µεταφορά αργίλου (καολινίτη) σε 
στήλη µε πληρωτικό υλικό γυάλινα σφαιρίδια και κατεύθυνση ροής: (α) οριζόντια, (β) 
κάθετη προς τα πάνω και (γ) κάθετη προς τα κάτω (Chrysikopoulos and Syngouna, 
2014). Και στις τρεις περιπτώσεις χρησιµοποιήθηκε η ίδια σταθερή παροχή Q=1,5 
mL/min. 
 

   
Σχήµα 6.15: Κίνηση δύο πλουµιών µε διαφορετικά αιωρούµενα σωµατίδια σε 
δισδιάστατο κορεσµένο υδροφορέα. Το πλούµιο των σωµατιδίων µε ουδέτερη 
πυκνότητα (ρ1 = ρH2O ) κινείται οριζόντια και το πλούµιο των πυκνών σωµατιδίων (

ρ2 > ρH2O ) κινείται µε καθοδική κλίση.  Τα πλούµια παρουσιάζονται σε τρεις 

διαφορετικές χρονικές στιγµές (t1<t2<t3). Οι τρεις διαφορετικές ταχύτητες είναι: 
ενδοπορώδης (U), συνολική (Utot) και περιορισµένη (Us).  
 
Για την προσοµοίωση των πειραµατικών δεδοµένων πρέπει αν αναπτυχθεί ένα 
µοντέλο µεταφοράς κολλοειδών το οποίο να λαµβάνει υπόψη και την βαρύτητα. 
Εποµένως το φαινοµενολογικό µοντέλο των Sim and Chrysikopoulos (1995) 
χρειάζεται να επεκταθεί. Η µεταφορά κολλοειδών σε µονοδιάστατα, κορεσµένα µε 
νερό, οµοιογενή πορώδη µέσα, λαµβάνοντας υπόψη την επίδραση της βαρύτητας και 
θεωρώντας ότι τα κολλοειδή προσκολλώνται στο στερεό σκελετό του πορώδους 
βάσει κινητικής πρώτης τάξης, καθώς είναι δυνατή και η αποδόµηση πρώτης τάξης 
(αδρανοποίηση) των αιωρούµενών και προσκολληµένων κολλοειδών µε 
διαφορετικούς ρυθµούς, περιγράφεται από την ακόλουθη µερική διαφορική εξίσωση:  
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∂c
∂t

+ρb

θ
∂c∗

∂t
= D ∂2c

∂x2 −Utot
∂c
∂x

− λc − λ∗ ρb

θ
c∗                         (6.43) 

 
όπου c [M/L3] είναι η συγκέντρωση των αιωρούµενων στην υδατική φάση 
κολλοειδών, c* [M/Μ] είναι η συγκέντρωση των κολλοειδών που είναι 
προσκολληµένα στο στερεό σκελετό του πορώδους, ρb [Ms/L3] είναι η πυκνότητα του 
στερεού σκελετού του πορώδους µε µονάδες (µάζα στερεών ανά συνολικό όγκο), θ 
[-] είναι το πορώδες (όγκος κενών ανά συνολικό όγκο, D [L2/t] είναι ο συντελεστής 
υδροδυναµικής διασποράς, λ [1/t] είναι ο ρυθµός αποδόµησης των αιωρούµενων 
στην υδατική φάση κολλοειδών, λ* [1/t] είναι ο ρυθµός αποδόµησης των 
κολλοειδών που είναι προσκολληµένα στο στερεό σκελετό του πορώδους και Utot 
[L/t] είναι η συνολική (ή αποτελεσµατική) ταχύτητα των κολλοειδών σωµατιδίων που 
υπόκεινται σε βαρυτικές δυνάµεις: 
  
                                                    Utot =U+Us(i)                                             (6.44) 

 
όπου U [L/t] είναι η ενδοπορώδης ταχύτητα, και Us(i) [L/t] είναι η µια τροποποίηση 
της “ελεύθερης” ταχύτητας καθίζησης η οποία χρησιµοποιείται συχνά σε στάσιµα 
νερά (Russel et al., 1989) και εφαρµόζεται εδώ σε κοκκώδη πορώδη µέσα µε την 
ακόλουθη εξίσωση και ονοµάζεται “περιορισµένη” ταχύτητα: 
 

                                              Us(i) = −fs
ρp − ρw( )dp2
18µw

g(i)                                      (6.45) 

 
όπου fs [-] είναι ο διορθωτικός παράγοντας για καθίζηση αιωρούµενων σωµατιδίων 
παρουσία του στερεού σκελετού του πορώδους µέσου, ρp [M/L3] είναι η πυκνότητα 
των αιωρούµενων σωµατιδίων, ρw [M/L3] είναι η πυκνότητα του νερού, µw [M/(L·t)] 
είναι το δυναµικό ιξώδες του νερού και g(i) [L/t2] είναι το διάνυσµα της βαρύτητας 
κατά µήκος της κατεύθυνσης της ενδοπορώδους ταχύτητας: 
 
                                                      g(i) = g sinβ                                              (6.46) 
 
όπου g [M/t2] είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας, β [o] είναι η γωνία της κατεύθυνσης 
ροής (i-κατεύθυνση) σε σχέση µε την οριζόντια κατεύθυνση ( −90o ≤ β ≤ 90o , βλέπε 

Σχήµα 6.16). Ο διορθωτικός παράγοντας fs εκφράζεται ως εξής (Wang et al., 1995):  
 
                                                   fs= b + 0,67

b + 0,93 / ε
                                          (6.47) 

 
όπου b [-] (b ≈1) είναι ό λόγος του µέσου ελεύθερου µήκους καθίζησης προς την 
ακτίνα των κόκκων και e [-] (0 ≤ ε ≤1) είναι µια παράµετρος διόρθωσης που λαµβάνει 
υπόψη την επίδραση της επιφάνειας των κόκκων στην ενδοπορώδη ταχύτητα. 
Επίσης, ο διορθωτικός παράγοντας fs ≈ 0,9  

όταν οι κόκκοι που αποτελούν τον στερεό 

σκελετό του πορώδους µέσου δεν προσθέτουν επιπλέον αντίσταση τριβής, αλλά 
συµβάλλουν µόνο στην τύρβη	 (Wan et al., 1995). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η 
µερική διαφορική εξίσωση (6.40) είναι ουσιαστικά το µοντέλο µεταφοράς κολλοειδών 
των Sim και Chrysikopoulos (1996), όπου η µόνη διαφορά είναι ότι η ενδοπορώδης 
ταχύτητα U έχει αντικατασταθεί από το Utot. 
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Σχήµα 6.16: Σχηµατική απεικόνιση µιας στήλης µε πληρωτικό υλικό και καθοδική ροή 
µε προσανατολισµό (+i). Τα το διάνυσµα της βαρύτητας κατά µήκος της κατεύθυνσης 
της ενδοπορώδους ταχύτητας είναι: g(i) = g sinβ. 
 
Θεωρώντας ότι ο όρος συσσώρευσης των κολλοειδών επάνω στον στερεό σκελετό 
του πορώδους δίδεται από την παρακάτω αντιστρέψιµη σχέση (Sim and 
Chrysikopoulos, 1998, 1999): 
 

                                ρb
θ
∂c∗ t,x( )

∂t
= kcc t,x( )−kr ρbθ c

∗ t,x( )− λ∗ ρb
θ
c∗ t,x( )                         (6.48) 

 
όπου kc [1/t] είναι ο συντελεστής του ρυθµού προσκόλλησης επάνω στον στερεό 
σκελετό του πορώδους, και kr [1/t] είναι ο ρυθµός αποκόλλησης από τον στερεό 
σκελετό του πορώδους. Επίσης εξετάζουµε τις ακόλουθες συνθήκες: 
 
                                                    c 0,x( ) = 0                                                       (6.49) 

 

                              −D∂c(t,0)
∂x

+Utotc t,0( ) =
Utotc0      0 < t ≤ tp

0        t > tp

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
                                (6.50) 

 
                                                     ∂c(t,∞)

∂x
= 0                                                    (6.51) 

 
όπου c0 [M/L3] είναι η συγκέντρωση των αιωρούµενων σωµατιδίων στην υδατική 
φάση κολλοειδών στην πηγή και  tp [t] είναι η χρονική περίοδος της πηγής (broad 
pulse duration). Η συνθήκη (6.46) υποδηλώνει ότι αρχικά η συγκέντρωση των 
σωµατιδίων στο µονοδιάστατο πορώδες µέσο είναι µηδενική. Η οριακή συνθήκη 
(6.47) είναι µια τυπική συνθήκη παρατεταµένης παλµικής διαταραχής (broad pulse) 
σταθερής ροής µάζας (constant flux) και περιγράφει µια ασυνέχεια της 
συγκέντρωσης των αιωρούµενων σωµατιδίων στην είσοδο του πορώδους µέσου 
(Chrysikopoulos et al., 1990). Η κατάντη οριακή συνθήκη (6.48) περιγράφει την 
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ύπαρξη διατήρησης συνέχειας της συγκέντρωσης των αιωρούµενων σωµατιδίων στο 
κατάντη όριο του ηµι-άπειρου πορώδους µέσου. 
 
Η λύση των διαφορικών εξισώσεων (6.43) και (6.48) βάσει των συνθηκών (6.49)-
(6.51) είναι (Sim και Chrysikopoulos, 1995): 
 

                           c(t,x) =
Ω t,x( )                           0 < t ≤ tp

Ω t,x( )−Ω t − tp ,x( )             t > tp

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
                         (6.52) 

 
όπου 
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D1 2 exp Utotx
2D

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ He−Hτ

0

τ

∫
0

t

∫
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
J0 2 Bξ τ − ξ( )( )1 2⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

           × 1
πξ( )1 2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
exp −x2

4Dξ
+ H−A−

Utot
2

4D
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
ξ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
−
Utot

2D1 2 exp
Utotx
2D

+ H−A( )ξ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

           × erfc x
2 Dξ( )1/2

+
Utot

2
ξ
D

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
dξ dτ

          + e−Ht J0 2 Bξ t − ξ( )( )1 2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

0

t

∫ 1
πξ( )1 2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
exp −x2

4Dξ
+ H−A−

Utot
2

4D
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
ξ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

          − Utot

2D1 2 exp Utotx
2D

+ H−A( )ξ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥erfc

x
2 Dξ( )1/2

+
Utot

2
ξ
D

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
dξ

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

       (6.53) 

 
όπου 
 
                                                     A = kc + λ                                                (6.54) 

 

                                                   B = kc λ∗ −H( )                                             (6.55) 

 
                                                         H = kr                                                 (6.56) 

  
J0 είναι η συνάρτηση Bessel πρώτου-τύπου µηδενικής-τάξης και “τ” και “ξ” 
ψευδοµεταβλητές (dummy variables)  για την ολοκλήρωση. 
 
Αν υπάρχουν πειραµατικά δεδοµένα, οι διάφορες παράµετροι της αναλυτικής λύσης 
(6.49) µπορούν να υπολογιστούν χρησιµοποιώντας το πακέτο παλινδρόµησης µη-
γραµµικών ελαχίστων τετραγώνων (nonlinear least squares regression) “ColloidFit” 
(Katzourakis and Chrysikopoulos, 1917). Οι συνεχείς καµπύλες στο Σχήµα 6.13 
προσοµοιώθηκαν µε χρήση του ColloidFit, το οποίο περιέχει και την αναλυτική λύση 
(6.49).   
 
Η επίδραση της βαρύτητας στην περιορισµένη ταχύτητα καθίζησης πυκνών 
κολλοειδών σωµατιδίων, βακτηρίων και ιών σε πορώδη µέσα, βάσει της εξίσωσης 
(6.42), απεικονίζεται στο Σχήµα 6.17 ως συνάρτηση της γωνίας της κατεύθυνσης 
ροής, για οριζόντια, ανοδική και καθοδική ροή. Θα πρέπει να διευκρινιστεί εδώ ότι η 
καθίζηση επηρεάζεται από το µέγεθος αλλά και την πυκνότητα των σωµατιδίων. Ως 



 319 

εκ τούτου, όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.17, η περιορισµένη ταχύτητα καθίζησης 
κολλοειδών σωµατιδίων και βακτηριδίων επηρεάζεται από τη βαρύτητα, αλλά η 
καθίζηση µικρών σωµατιδίων όπως είναι οι ιοί δεν επηρεάζεται από τη βαρύτητα. 
Όπως είναι αναµενόµενο η Us είναι θετική για συνθήκες καθοδικής ροής, αρνητική για 
συνθήκες ανοδικής ροής, ενώ για οριζόντια ροή Us=0. Συνεπώς, Utot>U για καθοδική 
ροή, Utot<U για ανοδική ροή, και Utot=U για οριζόντια ροή. 
 

 
 

Σχήµα 6.17: Συµπεριφορά της περιορισµένης ταχύτητας καθίζησης σωµατιδίων ως 
συνάρτηση της γωνίας και της κατεύθυνσης ροής για κολλοειδή (άργιλος: dp=2 µm, 
ρρ=2,65 g/cm3), βακτήρια (Ρ. putida: dp=2,2 µm, ρρ=1,45 g/cm3) και ιούς 
(βακτηριοφάγος MS2: dp=25 nm, ρρ=1,42 g/cm3). Εδώ fs=0,9. 
 
Η συµπεριφορά της αναλυτικής λύσης (6.49) για διάφορες γωνίες της κατεύθυνσης 
ροής σε σχέση µε την οριζόντια κατεύθυνση παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.18. Η 
µέγιστη κανονικοποιηµένη συγκέντρωση των αιωρούµενων κολλοειδών σωµατιδίων 
στη έξοδο της πειραµατικής στήλης µε πληρωτικό υλικό είναι µεγαλύτερη για 
καθοδική ροή (β<0) παρά για ανοδική ροή (β>0). Αυτό το αποτέλεσµα είναι 
αναµενόµενο γιατί για συνθήκες καθοδικής πορείας η βαρύτητα επιταχύνει την 
µεταφορά των σωµατιδίων, ενώ για συνθήκες ανοδικής πορείας η βαρύτητα 
επιβραδύνει την µεταφορά των σωµατιδίων. 
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Σχήµα 6.18: Προσοµοιώσεις κανονικοποιηµένης συγκέντρωσης αιωρούµενων 
κολλοειδών σωµατιδίων στην έξοδο µιας στήλης µε πληρωτικό υλικό, συναρτήσει του 
προσανατολισµού της στήλης και κατεύθυνση ροής (ανοδική ή καθοδική), για οριακή 
συνθήκη παρατεταµένης παλµικής διαταραχής (broad pulse inlet boundary condition). 
Εδώ, U=4 cm/h, D=22,5 cm2/h, θ=0,45, ρb=1,63 g/cm3, λ=λ*=0 h−1, kc=kr=0 h−1, 
x=15 cm, dp=5 µm, ρp=1,15 g/cm3, and tp=2 h. 
 
 
 

6.7 Μεταφορά µάζας από κηλίδα µη-υδατικής φάσης  
 
Η διαρροή υγρών µη-υδατικής φάσης (nonaqueous phase liquids, NAPLs) στο 
υπέδαφος είναι ένα πολύ ουσιαστικό περιβαλλοντικό πρόβληµα µε το οποίο έχουν 
ασχοληθεί πολλοί ερευνητές (Schwille, 1988; Johnson and Pankow, 1992; Imhoff et 
al., 1994; Khachikian and Harmon, 2000; Vogler and Chrysikopoulos, 2001; Lee, and 
Chrysikopoulos, 2002). Η µεταφορά µάζας από µια διαλυόµενη στο νερό κηλίδα 
(pool) υγρού µη-υδατικής φάσης (NAPL) είναι ένα πολύ περίπλοκο φαινόµενο. Εδώ 
εξετάζεται ένα µικρό µέρος αυτού του φαινοµένου. Συγκεκριµένα, o στόχος εδώ είναι 
η ανάπτυξη αναλυτικών λύσεων για τη µεταβατική µεταφορά ρύπων από µία κηλίδα 
NAPL η οποία διαλύεται σε ένα κορεσµένο µε νερό οµοιογενές πορώδες µέσο υπό 
σταθερές συνθήκες µονοδιάστατης ροής. Έµφαση δίνεται στην ιδανική περίπτωση 
κηλίδας NAPL η οποία αποτελείται από µόνο ένα συστατικό. Θα πρέπει να σηµειωθεί 
ότι τα NAPL συνήθως αποτελούνται από πολλά διαφορετικά συστατικά, και κατ’ 
επέκταση υπάρχουν διάφορα άλλα ζητήµατα σχετικά µε τη διαλυτότητα και την 
ισορροπία των συστατικών κατά τη διάλυση της κηλίδας, τα οποία θα πρέπει να 
ληφθούν υπόψη. 
 
6.7.1 Μεταφορά µάζας από κηλίδα NAPL σε δισδιάστατο πορώδες 
µέσο 
Θεωρούµε ότι µια µονοδιάστατη κηλίδα NAPL µε µήκος Lx [L] βρίσκεται πάνω σε 
αδιαπέραστο στρώµα οµοιογενούς, κορεσµένου µε νερό υδροφορέα (βλέπε Σχήµα 
6.?a). Η ροή του νερού είναι παράλληλη της κηλίδας NAPL σε συνθήκες µόνιµης 
κατάστασης. Η κηλίδα NAPL διαλύεται στην υδατική φάση βάσει της θεωρίας του 
λεπτού υµένα και σχηµατίζει ένα πλούµιο (plume). Κάτω από το οριακό στρώµα 
υπάρχουν σηµαντικές κλίσεις της διαλυµένης συγκέντρωσης. Η διαλυµένη στο νερό 
NAPL έχει µέγιστη συγκέντρωση (συγκέντρωση κορεσµού) στη διεπιφάνεια NAPL-
νερό, cs [M/L3], και δεν αντιδρά µε άλλα συστατικά του νερού ούτε µε το στερεό 
σκελετό του υδροφορέα.  
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Σχήµα 6.19: Διάχυση κηλίδας NAPL σε δισδιάστατο πορώδες µέσο. Επίσης 
απεικονίζονται το οριακό στρώµα του πλούµιου καθώς και η κατανοµή της 
διαλυµένης στο νερό συγκέντρωσης.

 

 
Η µερική διαφορική εξίσωση που περιγράφει τη µεταφορά της διαλυµένης στο νερό 
NAPL στο δισδιάστατο πορώδες µέσο είναι (Chrysikopoulos et al., 2003): 
 

U
x

∂c
∂x

= D
x

∂2c
∂x2

+ D
z

∂2c
∂z2

 

 
όπου c [M/L3] είναι η συγκέντρωση της διαλυµένης ουσίας (µάζα ουσίας ανά όγκο 

νερού), Ux [L/t] είναι η ενδοπορώδης ταχύτητα, Dx και Dz [L
2/t] είναι οι συντελεστές 

υδροδυναµικής διασποράς στις χωρικές κατευθύνσεις x και z, αντίστοιχα. Το φυσικό 
πρόβληµα απλουστεύει σηµαντικά αν θεωρήσουµε ότι Ux>>Dx και κατ’ επέκταση η 
παραπάνω εξίσωση παίρνει την ακόλουθη απλούστερη µορφή:	
 

                                                                   U
x

∂c
∂x

= D
z

∂2c
∂z2

                                         (6.195) 

 
Για το φυσικό πρόβληµα του Σχήµατος 6.19, οι τρεις απαραίτητες συνοριακές 
συνθήκες είναι: 
 
                                                                      x = 0 :  c = 0                                           (6.196) 
 
                                                                      z = 0 :  c = c

s
                                         (6.197) 

 

                                                                 z→ ∞ :  c = c∞ = 0                                      (6.198) 

 
H συνοριακή συνθήκη (6.196) υποδηλώνει ότι ανάντη της κηλίδας NAPL η 
συγκέντρωση της διαλυµένης στο νερό NAPL είναι µηδενική. Η συνοριακή συνθήκη 
(6.197) υποδηλώνει ότι στη διεπιφάνεια NAPL-νερό η συγκέντρωση της διαλυµένης 
στο νερό NAPL είναι σταθερή και ίση µε τη συγκέντρωση κορεσµού cs  (µέγιτη 

δυνατή συγκέντρωση, solubility concentration) και η συνθήκη (6.198) ότι η 
συγκέντρωση της διαλυµένης στο νερό NAPL εκτός  του οριακού στρώµατος είναι 
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µηδενική. Η αναλυτική λύση του µαθηµατικού προβλήµατος που ορίζεται από τις 
εξισώσεις (6.195)-(6.198) έχει βρεθεί από τους Chrysikopoulos et al. (2003):   
  

                                                             c = c
s
erfc

z
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x
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Μέσος συντελεστής µεταφοράς µάζας  
Γνωρίζοντας την κατανοµή της συγκέντρωσης της διαλυµένης στο νερό NAPL, 
µπορεί να βρεθεί η εξίσωση που περιγράφει το µέσο συντελεστή µεταφοράς µάζας. 
Εξισώνοντας το ρυθµό µεταφοράς της διαλυµένης στο νερό NAPL όπως ορίζεται µε 
βάσει του πρώτου νόµου το Fick για µοριακή διάχυση σε πορώδη µέσα (3.40):  
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µε το ρυθµό µεταφοράς της διαλυµένης στο νερό NAPL όπως ορίζεται από τη 
θεωρεία του υµένα (4.35):  
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όπου kc(x) [L/t] είναι ο ανεξάρτητος του χρόνου αλλά χωρικά µεταβαλλόµενος 
συντελεστής µεταφοράς µάζας µε συναγωγή, προκύπτει η εξής σχέση:  
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Χρησιµοποιόντας τον ορισµό της παραγόγου της συµπληροµατικής συνάρτησης 
σφάλµατος (3.75):  
 

d
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erfc u( ) = − 2
π
exp −u2⎡⎣ ⎤⎦

du
dz

 

 
βρίσκεται η παράγογος της συγκέντρωσης που δίνεται από την αναλυτική λύση 
(6.199): 
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O µέσος (ανεξάρτητος του χώρου) συντελεστής µεταφοράς µάζας µε συναγωγή, k* 
[L/t], βρίσκεται ολοκληρώνοντας ως προς το µήκος της µονοδιάστατης κηλίδας 
NAPL ως εξής: 
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Η συµπεριφορά του µέσου συντελεστή µεταφοράς µάζας (k*) απεικονίζεται στο 
Σχήµα 6.???. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.???(α) ο k* είναι ανάλογος της 
ενδοπορώδους ταχύτητας του νερού. Αυτή η συµπεριφορά αποδίδεται στην αύξηση 
της κλίσης συγκέντρωσης στη διεπιφάνεια NAPL-νερό µε την αύξηση της 
ενδοπορώδους ταχύτητα του νερού. Το Σχήµα 6.???(β) δείχνει ότι ο k* µειώνεται 
εκθετικά µε την αύξηση του Dz. Η κατακόρυφη εξάπλωση της διαλυµένης στο νερό 
συγκέντρωσης από τη διεπιφάνεια NAPL-νερό οδηγεί σε µικρότερες βαθµίδες 
συγκέντρωσης και κατά συνέπεια σε µικρότερο k*. Στο Σχήµα 6.???(γ) ο k* µειώνεται 
εκθετικά µε την αύξηση του µήκους της της µονοδιάστατης κηλίδας NAPL. Αυτή η 
συµπεριφορά είναι αναµενόµενη επειδή ο k* αντιπροσωπεύει το ολοκλήρωµα του 
χωρικά µεταβαλλόµενου συντελεστή µεταφοράς µάζας k(x), σε ολόκληρη τη 
διεπιφάνεια NAPL-νερό. Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο k(x) µειώνεται µε την απόσταση 
από το ανάντη άκρο της µονοδιάστατης κηλίδας NAPL όπου και έχει µέγιστη τιµή. 
 

 
 
Σχήµα 6.?b: Μεταβολή του µέσου συντελεστή µεταφοράς µάζας συναρτήσει: (α) της 
ενδοπορώδους ταχύτητας του νερού, (β) του κατακόρυφου υδροδυναµικού 
συντελεστή διασποράς και (γ) του µήκους της κηλίδας NAPL, καθώς και του πάχους 
του οριακού στρώµατος  συναρτήσει: (δ) της ενδοπορώδους ταχύτητας του νερού, 
(ε) του κατακόρυφου υδροδυναµικού συντελεστή διασποράς και (ζ) της 
συντεταγµένης x (Ux = 1,5 cm/h, Dz = 0,05 cm2/h, εδώ Lx = 7,7 cm). 
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Πάχος οριακού στρώµατος 
Το πάχος του οριακού στρώµατος συγκέντρωσης ορίζεται ως η απόσταση από τη 
διεπιφάνεια NAPL-νερό, όπου η συγκέντρωση της διαλυµένης ουσίας στην υδατική 
φάση είναι 1% της διαλυτότητας του NAPL. Εποµένως, ορίζοντας τη συγκέντρωση 
στο οριακό στρώµα ως: 
 

c = 0,001c
s

 
 

και χρησιµοποιόντας την αναλυτική λύση (6.199) προκύπτει: 
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Βάσει τών δεδοµένων του Πίνακα 3.5, η παραπάνω εξίσωση ισχύει µόνον όταν 
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H συµπεριφορά του πάχους του οριακού στρώµατος συγκέντρωσης (δc), όπως 
ορίζεται από την εξίσωση (6.204), ως συνάρτηση των δύο παραµέτρων µεταφοράς 
(Ux και Dz) απεικονίζεται στο Σχήµα 6.???. Το δc µειώνεται µε την αύξηση της 
ενδοπορώδους ταχύτητας (Ux) (Σχήµα 6.?b(δ)). Αυτό συµβαίνει επειδή όσο 
αυξάνεται η Ux προκαλεί µεγαλύτερες βαθµίδες συγκέντρωσης στη διεπιφάνεια NAPL-
νερό. Το δc αυξάνεται µε την αύξηση του Dz (Σχήµα 6.?b(ε)) λόγω της κατακόρυφης 
εξάπλωσης της συγκέντρωσης στην υδατική φάση. Τέλος, το δc αυξάνεται σταθερά 
όσο µεγαλώνει η διαµήκης απόσταση από το ανάντη άκρο της µονοδιάστατης κηλίδας 
NAPL (Σχήµα 6.?b(ζ)). Αυτό αποδίδεται στην προοδευτική διασπορά της διαλυµένης 
συγκέντρωσης καθώς µεταφέρεται στο πορώδες µέσο. Επιπλέον, είναι προφανές 
από τα Σχήµατα 6.?b(ε)-(ζ) ότι για τυπικές συνθήκες υπόγειων υδάτων το δc έχει 
πάχος µόλις λίγα εκατοστά. 

 
 

6.7.2 Μεταφορά µάζας από κηλίδα NAPL σε τρισδιάστατο πορώδες 
µέσο 

 
Την περίπτωση διάλυσης ελλειπτικής η κυκλικής κηλίδας NAPL σε κορεσµένο µε νερό 
πορώδες µέσο (βλέπε Σχήµα 6.20) εξέτασε ο Chrysikopoulos (1995), όπου για 
µαθηµατική απλότητα θεώρησε ότι η διαλυµένη στο νερό ουσία µπορεί να 
προσροφηθεί στο στερεό σκελετό του πορώδους, βάσει µιας γραµµικής ισόθερµης 
δηλαδή ότι ισχύει µια τοπική χηµική ισορροπία. Η χρήση µιας γραµµικής ισόθερµης 
ρόφησης είναι πολύ λογική όταν οι συγκεντρώσεις είναι µικρές, κάτι το οποίο ισχύει 
για πολλές διαλυόµενες κηλίδες NAPL. Περαιτέρω, θεώρησε ότι η συγκέντρωση της 
διαλυµένης στο νερό ουσίας παράπλευρα της πηγής (κηλίδα NAPL) είναι ίση µε το 
όριο διαλυτότητας της κηλίδας NAPL.  
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Σχήµα 6.20: Απεικόνιση εννοιολογικού µοντέλου όπου φαίνεται: (α) η θέση και η 
κάτοψη µιας ελλειπτικής, πυκνότερης από το νερό κηλίδας NAPL µε µεγάλο ηµιάξονα 
a, µικρό ηµιάξονα b (ή µιας κυκλικής κηλίδας NAPL µε ακτίνα r) και  συγκέντρωση 
κορεσµού cs, καθώς και η µονοδιάστατη ενδοπορώδης ταχύτητα του υπόγειου νερού, 
Ux και (β) η πλάγια προβολή της κηλίδας NAPL µαζί µε το οριακό στρώµα της 
διαλυµένης συγκέντρωσης c(t,x,y,z). 
 
Η µεταφορά της διαλυµένης στο νερό ουσίας σε τρισδιάστατο κορεσµένο µε νερό, 
οµοιογενές πορώδες µέσο, όπου είναι δυνατή η προσρόφηση της ουσίας επάνω στον 
στερεό σκελετό του υδροφορέα, καθώς είναι δυνατή και η αποδόµηση πρώτης-τάξης 
της διαλυµένης στο νερό ουσίας, διέπεται από την ακόλουθη µερική διαφορική 
εξίσωση (Chrysikopoulos, 1995): 

 

                  R∂c
∂t

 = −Ux
∂c
∂x

+Dx
∂2c
∂x2 +Dy

∂2c
∂y2 +Dz

∂2c
∂z2 − λRc                    (6.205) 

 
όπου c [Mc/L3] είναι η συγκέντρωση της διαλυµένης ουσίας (µάζα ουσίας ανά όγκο 

νερού), Ux [L/t] είναι η ενδοπορώδης ταχύτητα, Dx, Dy, Dz [L
2/t] είναι οι συντελεστές 

υδροδυναµικής διασποράς στις χωρικές κατευθύνσεις x, y και z, αντίστοιχα, λ [1/t] 
είναι ο ρυθµός αποδόµησης της διαλυµένης ουσίας στην υδατική φάση, R [-] είναι ο 
συντελεστής επιβράδυνσης και t[t] είναι ο χρόνος. Για την ελλειπτική κηλίδα NAPL 
που παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.??, χρησιµοποιώντας ένα µέσο αµετάβλητο 
(ανεξάρτητο χώρου) συντελεστή µεταφοράς µάζας µε συναγωγή, k* [L/t], 
θεωρώντας ότι η διαλυµένη στο νερό συγκέντρωση εκτός οριακού στρώµατος είναι 
ελάχιστη c∞ → 0( ) , και χρησιµοποιώντας τη σχέση (6.200) στην πηγή NAPL, οι 

κατάλληλες αρχική και συνοριακές συνθήκες είναι: 
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                                                          c 0,x,y,z( )  = 0                                          (6.206) 
 
                                                         c t,±∞,y,z( )  = 0                                         (6.207) 
 
                                                         c t,x,±∞,z( )  = 0                                         (6.208) 
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                 (6.209) 

 
όπου n [-] είναι το πορώδες (όγκος κενών ανά συνολικό όγκο), cs [Μ/L3] είναι µέγιτη 
δυνατή συγκέντρωση ή συγκέντρωση κορεσµού (solubility concentration),  a [L] είναι 
o µεγάλος ηµιάξονας, b [L] είναι o µικρός ηµιάξονας, ℓx0  και ℓy0  [L] είναι οι x και y 

Καρτεσιανές συντεταγµένες του κέντρου της ελλειπτικής κηλίδας NAPL, αντίστοιχα.  
 
Η αναλυτική λύση της µερικής διαφορικής εξίσωσης (6.205) για της συνθήκες 
(6.206)-(6.209) βρέθηκε µε εφαρµογή µετασχηµατισµών Laplace και Fourier ως εξής 
(Chrysikopoulos, 1995): 
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Για την περίπτωση µιας κυκλικής κηλίδας NAPL µε ακτίνα r (βλέπε Σχήµα 6.?c), 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί η αναλυτική λύση (6.210), η οποία έχει εξαχθεί για 
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ελλειπτικές κηλίδες NAPL, θέτοντας a=b=r, γιατί µια κυκλική κηλίδα NAPL είναι απλά 
µια ειδική περίπτωση ελλειπτικής κηλίδας NAPL.  
 
Επίσης, στη βιβλιογραφία υπάρχει διαθέσιµη αναλυτική λύση και για ορθογώνια 
κηλίδα NAPL (Chrysikopoulos, 1995). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι τα αναλυτικά 
µοντέλα που έχουν αναπτυχθεί σε αυτή την ενότητα του κεφαλαίου είναι για κηλίδες 
NAPL πυκνότερες από το νερό. Όµως τα ίδια µοντέλα µπορούν επίσης να 
χρησιµοποιηθούν για κηλίδες NAPL ελαφρύτερες από το νερό, µε µια απλή 
αναστροφή της θετικής κατεύθυνσης της χωρικής συντεταγµένης z. 
 
 
6.7.3 Κηλίδα µη-υδατικής φάσης πολλαπλών συστατικών 
 
Όταν µια κηλίδα NAPL αποτελείται από ένα µίγµα πολλών συστατικών βρίσκεται σε 
κορεσµένο µε νερό υδροφορέα (πορώδες µέσο) και διαλύεται στο νερό, η 
συγκέντρωση ισορροπίας διαλυτότητας στην υδατική φάση (aqueous solubility 
equilibrium concentration) κάθε συστατικού δεν παραµένει σταθερή αλλά 
µεταβάλλεται µε το χρόνο επειδή το γραµµοµοριακό κλάσµα καθώς και ο 
συντελεστής δραστηριότητας του καθενός συστατικού µεταβάλλεται καθώς αλλάζει η 
σύνθεση της κηλίδας NAPL (Banerjee, 1984; McCray and Dugan, 2002). Η ισορροπία 
διαλυτότητας είναι ένας τύπος δυναµικής ισορροπίας που υπάρχει όταν µια χηµική 
ένωση (συστατικό) σε στερεά ή υγρή κατάσταση (φάση Α) βρίσκεται σε χηµική 
ισορροπία µε ένα διάλυµα αυτής της ένωσης (φάση Β). Ως εκ τούτου, για την ακριβή 
ανάλυση και πρόβλεψη της συµπεριφοράς µιας διαλυόµενης κηλίδας NAPL 
πολλαπλών συστατικών είναι αναγκαίο να υπολογίζονται οι µεταβολές στη 
συγκέντρωση διαλυτότητας ισορροπίας.  
 
Η µεταβατική µεταφορά κάθε συστατικού διάλυσης που προέρχεται από µια κηλίδα 
NAPL σε ένα τρισδιάστατο, κορεσµένο µε νερό, οµοιογενές πορώδες µέσο µε 
σταθερή οµοιόµορφη ενδοπορώδη ταχύτητα του υπόγειου νερού, όπου για κάθε 
διαλυµένο στο νερό συστατικό µπορεί να προσροφηθεί στο στερεό σκελετό του 
πορώδους, βάσει µιας γραµµικής ισόθερµης δηλαδή ότι ισχύει µια τοπική χηµική 
ισορροπία, περιγράφεται µε την ακόλουθη µερική διαφορική εξίσωση (Chrysikopoulos, 
1995): 

 

              Rp

∂cp

∂t
 = −Ux

∂cp

∂x
+Dxp

∂2cp

∂x2 +Dyp

∂2cp

∂y2 +Dzp

∂2cp

∂z2 − λpRpcp               (6.216) 

 
όπου c [M/L3] είναι η συγκέντρωση της διαλυµένης ουσίας (µάζα ουσίας ανά όγκο 

νερού), ο κάτω δείκτης p [-] υποδηλώνει ένα συγκεκριµένο συστατικό της κηλίδας 
NAPL, Ux [L/t] είναι η ενδοπορώδης ταχύτητα, Dxp

, Dyp
, Dzp

 [L2/t] είναι οι 

συντελεστές υδροδυναµικής διασποράς του συστατικού p στις χωρικές κατευθύνσεις 
x, y και z, αντίστοιχα, λp [1/t] είναι ο ρυθµός αποδόµησης του διαλυµένου 
συστατικού p στην υδατική φάση, t [t] είναι ο χρόνος και Rp [-] είναι ο συντελεστής 
επιβράδυνσης του συστατικού p, ο οποίος ορίζεται ως εξής: 
 

                                                             Rp= 1+
ρb

θ
Kdp

                                            (6.217) 

 
όπου ρb [Ms/L3] είναι η πυκνότητα των στερεών και Kdp [L

3/Ms] είναι ο συντελεστής 

κατανοµής µάζας (distribution coefficient) του συστατικού p. Ο όρος αποσύνθεσης ή 
εξαφάνισης λRC στη µερική διαφορική εξίσωση (6.216) δείχνει ότι η συνολική 
συγκέντρωση ενός συστατικού (διαλυµένου στην υδατική φάση και προσροφηµένου 
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στον στερεό σκελετό του πορώδους µέσου) µπορεί να µειωθεί λόγω πιθανής 
βιολογικής/χηµικής αποικοδόµησης.  
 
Οι αρχική συνθήκη καθώς και οι οριακές συνθήκες κατάλληλες για κάθε συστατικό 
κυκλικής κηλίδας NAPL µε σταθερό κατακόρυφο πάχος και οµογενή σύνθεση είναι:  
 
                                                        cp 0,x,y,z( )  = cb p

                                        (6.218) 

 
                                                       cp t,±∞,y,z( )  = cb p

                                      (6.219) 
 
                                                       cp t,x,±∞,z( )  = cb p

                                      (6.220) 

 

           −D AB,e( )p
∂cp t,x,y,0( )

∂z
 = 

kp t( ) cpw t( )− cbp( )     x − ℓx0( )2 + y − ℓy0( )2 ≤ r2  
          0                   x − ℓx0( )2 + y − ℓy0( )2 >1 

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

         (6.221) 

 
                                                        cp t,x,y,∞( )  = cb p

                                        (6.222) 

 
όπου cbp  [M/L3] είναι η συγκέντρωση υποβάθρου (background concentration) στην 

υδατική φάση του διαλυµένου συστατικού p, D AB,e( )p
=D AB( )p

/ τ∗  [L2/t] είναι ο 

αποτελεσµατικός (πραγµατικός) συντελεστής µοριακής διάχυσης του συστατικού p 
(όπου DABp

[L2/t] είναι ο συντελεστής µοριακής διάχυσης του συστατικού p, και τ* ≥ 1 

είναι το δαιδαλώδες των πόρων (tortuosity)), kp t( ) = kp t,x,y( )  [L/t] είναι ο µέσος 

συντελεστής µεταφοράς µάζας µε συναγωγή (mean convective mass transfer 
coefficient) που εφαρµόζεται σε ολόκληρη τη διεπιφάνεια NAPL-νερού (όπου 
kp(t,x,y) [L/t] είναι o τοπικός συντελεστής µεταφοράς µάζας µε συναγωγή ο οποίος 
εξαρτάται από το χρόνο και τη θέση στη διεπιφάνεια NAPL-νερού (Chrysikopoulos and 
Lee, 1998)), cp

w  [M/L3] είναι η συγκέντρωση ισορροπίας διαλυτότητας στην υδατική 

φάση η οποία εξαρτάται από το χρόνο, επειδή το κλάσµα µορίων κάθε συστατικού 
στην κηλίδα NAPL αλλάζει καθώς διαλύεται στην υδατική φάση, ℓz0  και ℓy0  [L] είναι οι 

x και y Καρτεσιανές συντεταγµένες του κέντρου της κυκλικής κηλίδας NAPL, 
αντίστοιχα. Η οριακή συνθήκη (6.221) υποδηλώνει ότι η ροή κάθε συστατικού p από 
τη διεπιφάνεια NAPL-νερού διέπεται από το νόµο του Fick και είναι ίση µε τη 
µεταφορά µάζας µε συναγωγή (convective mass transfer) η οποία προσεγγίζεται µε 
µια γραµµική συνάρτηση. 
 
Η συγκέντρωση διαλυτότητας ισορροπίας κάθε συστατικού της κηλίδας NAPL δίνεται 
από τη σχέση (Banerjee, 1984): 

 

                                               cp
w t( )  = csp

xp t( )γ p xp( )                                     (6.222) 

 
όπου csp  [Μ/L3] είναι η συγκέντρωση κορεσµού (solubility concentration) του 

καθαρού συστατικού p,  xp [-] γραµµοµοριακό κλάσµα του συστατικού p µέσα στην 
κηλίδα NAPL και γp [-] είναι ο συντελεστής ενεργότητας του συστατικού p µέσα στην 
κηλίδα NAPL ο οποίος εξαρτάται από το xp. O συντελεστής ενεργότητας περιγράφει 
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το λόγο της αποτελεσµατικής ως προς την πραγµατική συγκέντρωση του συστατικού 
p στο διάλυµα (Χρυσικόπουλος, 2018): 
 

                                                     γp  = {p}
[p]

                                              (6.223) 

 
όπου οι αγκύλες, {-}, υποδηλώνουν την ενεργότητα (αποτελεσµατική συγκέντρωση) 
του συστατικού p, και οι αγκύλες, [-], υποδηλώνουν την πραγµατική συγκέντρωση 
του συστατικού p. Σε αραιά δυαδικά διαλύµατα (ιδανικά διαλύµατα) η συγκέντρωση 
του συστατικού p είναι ίση µε την αποτελεσµατική συγκέντρωση του συστατικού p ή 
αντίστοιχα της ενεργότητάς του. Σε µη ιδανικά δυαδικά διαλύµατα (µη αραιά 
διαλύµατα) οι πραγµατικές συγκεντρώσεις διαφέρουν από τις αποτελεσµατικές 
συγκεντρώσεις. Εποµένως, όταν γp=1 η εξίσωση (6.223) απλουστεύει στη µορφή του 
νόµου του Raoult: 
 

                                                  cp
w t( )  = csp

xp t( )                                          (6.224) 

 
Ο αριθµός των γραµµοµορίων κάθε συστατικού p που υπάρχει µέσα στην κηλίδα 
NAPL ως συνάρτηση του χρόνου δίνεται από τη σχέση (Lee and Chrysikopoulos, 
2006): 
 

                                   xp t( )  = 
Mp t( )

Mp t( )p=1

NP∑
     p=1,2,…,NP( )                               (6.225) 

 
όπου ΝP [-] είναι ο συνολικός αριθµός των συστατικών µέσα στην κηλίδα NAPL, Mp(t) 
[-] είναι ο αριθµός των γραµµοµορίων του συστατικού p µέσα στην κηλίδα NAPL σε 
χρόνο t ο οποίος υπολογίζεται από τη σχέση (Chrysikopoulos and Lee, 1998): 
 

                          Mp t( )  = Mp
0 t( )− kp t( )cp

w t( )AθΔtm

M.B.( )pm=1

mf

∑      t ≥ Δtm( )                       (6.226) 

 
όπου Mp

0 t( )  [-] είναι ο αριθµός των moles του συστατικού p µέσα στην αρχική κηλίδα 

NAPL, Α [L2] είναι το εµβαδό της διεπιφάνειας NAPL-νερού, θ [-] είναι το πορώδες 
του υδροφορέα, m [-] είναι ο δείκτης άθροισης, mf [-] είναι ο συνολικός αριθµός 
χρονικών βηµάτων (ή παλµών), tm [t] είναι ο χρόνος δειγµατοληψίας (υπολογισµός 
συγκεντρώσεων των p συστατικών της κηλίδας NAPL) και Δtm=tm-tm-1 είναι το 
χρονικό διάστηµα του παλµού m. 
 
 Η αναλυτική λύση της µερικής διαφορικής εξίσωσης (6.205) για τις συνθήκες 
(6.206)-(6.209) βρέθηκε µε εφαρµογή µετασχηµατισµών Laplace και Fourier ως εξής 
(Lee and Chrysikopoulos, 2006): 
 

            
cp t,x,y,z( )  = kp tm( )

m=1

mf

∑ cp
w tm( )− cb p

⎡
⎣

⎤
⎦ Φp t − tm−1,x,y,z( )−Φp t − tm,x,y,z( )⎡⎣ ⎤⎦

                + cp
w tmf
( )− cb p

⎡
⎣

⎤
⎦Φp t − tm f

,x,y,z( )          t > tm f
( )

         (6.227) 

 
όπου 
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Φp t,x,y,z( )  = 1

2πDep

Dz

Rpτ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

exp −λpτ −
Rpz

2

4Dzp
τ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
×

µ1

µ2

∫  
0

t

∫
                × exp −µ2⎡⎣ ⎤⎦ erf −n2⎡⎣ ⎤⎦ − erf −n1⎡⎣ ⎤⎦{ }dµ dτ

                   (6.228) 

 

                                                 µ1 = y − ℓy0 + r( ) Rp

4Dyp
τ

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

1/2

                                 (6.229) 

 

                                                 µ2  = y − ℓy0 − r( ) Rp

4Dyp
τ

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

1/2

                                 (6.230) 

 

                               n1 = x − Uxτ
Rp

− ℓx0
+ r2 − v − ℓy0( )2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
a2

⎧
⎨
⎪
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⎫
⎬
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                    (6.231) 

 

                                n2  = x − Uxτ
Rp

− ℓx0
− 1− v − ℓy0( )2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
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⎧
⎨
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⎫
⎬
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                  (6.232) 

 

                                                      v = y −µ
4Dyp

τ

Rp

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

1/2

                                      (6.233) 

 
όπου µ και τ είναι ψευδοµεταβλητές (dummy variables) για την ολοκλήρωση. Στη 
λύση (6.227) χρησιµοποιείται η αρχή της υπέρθεσης ή επαλληλίας (superposition 
principle) κατά το χρονικό διάστηµα t. Η αρχή της υπέρθεσης µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί επειδή η διαφορική εξίσωση (6.216) είναι γραµµική σε σχέση µε τη 
συγκέντρωση της διαλυµένης ουσίας. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι για να εξαχθεί η 
ηµι-αναλυτική λύση (6.227) έχει θεωρηθεί ότι η µεταφορά µάζας από την πηγή 
(κυκλική κηλίδα NAPL πολλαπλών συστατικών) µπορεί να προσεγγιστεί ως ένα 
άθροισµα διαδοχικών παλµικών διαταραχών, και ότι η σύνθεση της κηλίδας NAPL 
καθώς και τα  cp

w  και kp , για κάθε συστατικό, παραµείνουν σταθερά για ένα "µικρό" 

χρονικό διάστηµα, tm (διάρκεια της παλµικής διαταραχής). Η ακρίβεια της ηµι-
αναλυτικής λύσης µεγαλώνει όσο µειώνεται η χρονική διάρκεια των παλµών (Lee and 
Chrysikopoulos, 2006). 
 
 
 
6.9 Γενικευµένη εξίσωση µεταφοράς (ΓΕΜ) 
 
Είναι δυνατό να υπάρχει µια γενικευµένη εξίσωση µεταφοράς (ΓEM) η οποία να ισχύει 
για όλες τις πιθανές περιπτώσεις µεταφοράς (Logan, 2012). Για να εξαχθεί αυτή η 
γενικευµένη εξίσωση µεταφοράς, ορίζεται “ξ” µια αυθαίρετη συνεχή συνάρτηση που 
περιγράφει κάποια ιδιότητα ενός ρευστού. Η συνάρτηση αυτή θα µπορούσε να είναι 
ένα βαθµωτό πεδίο (scalar) όπως η µάζα και η θερµότητα, ένα διανυσµατικό πεδίο 
(vector) όπως η ορµή, ή ένας τανυστής (second-order tensor) όπως η διατµητική 
τάση. Για την εφαρµογή του ισοζυγίου της συνάρτησης ξ σε έναν όγκο ελέγχου µε 
διαστάσεις Δx, Δy και Δz (βλέπε Σχήµα 6.21), όλες οι επιφανειακές δυνάµεις που 
δρουν στον όγκο ελέγχου περιγράφονται µε τη συνάρτηση “ω”, ενώ οι εσωτερικές 



 331 

δυνάµεις περιγράφονται µε τη συνάρτηση “σ”. Επιφανειακές δυνάµεις είναι αυτές που 
µπορούν να δράσουν και σε κατευθύνσεις διαφορετικές από την κατεύθυνση ροής, 
όπως η διατµητική τάση και η διάχυση. Οι εσωτερικές δυνάµεις περιλαµβάνουν τη 
δύναµη της βαρύτητας, ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις, αντιδράσεις, και πηγές 
παραγωγής που µπορούν να επηρεάσουν την ξ εντός του όγκου ελέγχου. 
 

 
 
Σχήµα 6.21: Στοιχειώδης όγκος ελέγχου για τη µεταφορά της αυθαίρετης συνεχής 
συνάρτησης ξ, εξαιτίας της συναγωγής στην κατεύθυνση x (ux). Επίσης απεικονίζονται 
και οι γενικευµένες επιφανειακές δυνάµεις ωij. 
 
Το ισοζύγιο µεταφοράς της αυθαίρετης συνεχής συνάρτησης ξ ορίζεται ως εξής:  
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⎢
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⎤

⎦
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⎤

⎦

⎥
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=

     Ρυθµός
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⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
             (6.234) 

 
Ο ρυθµός ροής της ξ που εισέρχεται και εξέρχεται του όγκου ελέγχου εξαιτίας της 
συναγωγής u στις τρεις κατευθύνσεις x, y και z είναι: 
  

                              
Εισροή = ux ξ x

ΔyΔz( )+uy ξ y
ΔxΔz( )+uz ξ z

ΔxΔy( )                   (6.235) 

 

                         
Εκροή = ux ξ x+Δx

ΔyΔz( )+uy ξ y+Δy
ΔxΔz( )+uz ξ z+Δz

ΔxΔy( )               (6.236) 

 
Οι επιφανειακές δυνάµεις µπορούν να αποτελούνται από εννέα συνιστώσες, 
εποµένως η εισροή και εκροή δυνάµεων δίνονται από τις σχέσεις: 
 

                          

Εισροή δυνάµεων = ωxx x
+ωxy x

+ωxz x( ) ΔyΔz( )
                              + ωyx y

+ωyy y
+ωyz y( ) ΔxΔz( )

                              + ωzx z
+ωzy z

+ωzz z( ) ΔxΔy( )
                  (6.237) 
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Εκροή δυνάµεων = ωxx x+Δx
+ωxy x+Δx

+ωxz x+Δx( ) ΔyΔz( )
                              + ωyx y+Δy

+ωyy y+Δy
+ωyz y+Δy( ) ΔxΔz( )

                              + ωzx z+Δz
+ωzy z+Δz

+ωzz z+Δz( ) ΔxΔy( )
              (6.238)                  

 
 
Οι εσωτερικές δυνάµεις που δρουν σε όλο τον στοιχειώδη όγκο ελέγχου είναι: 
 

                              
Εσωτερικές δυνάµεις = σx + σy + σz( ) ΔxΔyΔz( )                    (6.239) 

 
Η συσσώρευση της ξ στον όγκο ελέγχου είναι: 
 

                                           
Συσσώρευση =

dξ
dt

ΔxΔyΔz( )                                 (6.240) 

       
Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ισοζύγιο µεταφοράς της αυθαίρετης συνεχής 
συνάρτησης ξ (6.234) και τις εξισώσεις (6.235)-(6.240), αθροίζοντας όλες τις 
δυνάµεις, διαιρώντας µε ΔxΔyΔz  και παίρνοντας το όριο limΔxΔyΔz → 0  και 

χρησιµοποιώντας το διανυσµατικό διαφορικό τελεστή ανάδελτα (Del operator, ∇ ) 
προκύπτει η γενικευµένη εξίσωση µεταφοράς (Logan, 2012, p.81): 
 

                                      

∂ξ
∂t

Συσσώρευση
!

= − ∇ ⋅ ξU
Συναγωγή
! − ∇ ⋅Ω

Διασπορά
! +  Σ 

Παραγωγή
!                              (6.241) 

 
όπου 
 

                                                       

U =

ux
uy
uz

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

                                           (6.242) 

 

                                              

Ω =

ωxx ωxy ωxz

ωyx ωyy ωyz

ωzx ωzy ωzz

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

                                   (6.242) 

 

                                                    

Σ = σx + σy + σz                                         (6.243) 

 
Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι ο τελεστής ανάδελτα είναι γραµµικός και η βαθµίδα 
καθώς και η απόκλιση ορίζονται ως εξής: 
 

∇ = i ∂
∂x

+ j ∂
∂y

+k ∂
∂z

 

 
∇⋅ = ∂

∂x
+ ∂
∂y

+ ∂
∂z
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Η γενικευµένη εξίσωση µεταφοράς (6.241) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση 
οποιουδήποτε προβλήµατος µεταφοράς επιλέγοντας την αντιπροσωπευτική µορφή 
της αυθαίρετης συνεχής συνάρτησης ξ. 
 
 
6.9.1 Ειδικές περιπτώσεις της ΓΕΜ 
 
(i) Εξίσωση Διατήρησης: Για την περίπτωση που µας ενδιαφέρει η µεταφορά µαζικής 
συγκέντρωσης (πυκνότητα) τότε η αυθαίρετη συνεχής συνάρτηση παίρνει τη µορφή 
ξ = ρ , και ο όρος ρU  είναι ο ρυθµός µάζας. Επιπλέον, αν δεν υπάρχει αντίδραση και 

δεν ασκούνται επιφανειακές δυνάµεις (ω = σ = 0 ), τότε η ΓΕΜ (6.241) απλουστεύεται 
στην ακόλουθη εξίσωση η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση διατήρησης (σε 
διανυσµατική µορφή): 
 

                                                   

∂ρ
∂t
+∇ ⋅ρU = 0                                            (6.244) 

 
ή αντίστοιχα 

       

                            

∂ρ
∂t

+
∂ρux
∂x

+
∂ρuy
∂y

+
∂ρuz
∂z

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = 0                                 (6.245) 

 
Η παραπάνω εξίσωση εκφράζει την αρχή διατήρησης της µάζας του ρευστού και ισχύει 
για κάθε είδος ρευστού. Αν το ρευστό είναι ασυµπίεστο, δηλαδή η πυκνότητα του 
ρευστού είναι σταθερή, τότε ρ ≠ f t,x,y,z( )  και κατά συνέπεια ισχύει η σχέση: 

 

                                              

∂ρ
∂t

= ∂ρ
∂x

= ∂ρ
∂y

= ∂ρ
∂z

= 0                                       (6.246) 

 
Σε αυτή την περίπτωση η εξίσωση διατήρησης απλουστεύεται περαιτέρω ως εξής:   
 

                                                

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

= 0                                         (6.247) 

 
ή αντίστοιχα σε διανυσµατική µορφή: 

 

                                                       ∇ ⋅U = 0                                               (6.248) 
 
(ii) Εξίσωση Navier-Stokes: Για την περίπτωση που µας ενδιαφέρει η µεταφορά ορµής, 
τότε ορίζουµε ξ=ρU, και η ΓΕΜ περιγράφει µεταφορά ορµής. Αν οι επιφανειακές 
δυνάµεις που ασκούνται είναι η διατµητική τάση και η πίεση, τότε:  
 

                                  Ω = τ + p =

τxx +p τxy τxz
τyx τyy +p τyz
τzx τzy τzz +p

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

                            (6.249) 

 
και αν η εσωτερική δύναµη που ασκείται είναι η δύναµη της βαρύτητας: 
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                                                 Σ = ρ

gx
gy
gz

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

= ρg                                          (6.250) 

 
τότε η ΓΕΜ (6.241) παίρνει την παρακάτω µορφή: 
 

                                            
∂ ρU( )
∂t

= −∇ ⋅ ρU( )U−∇ ⋅ τ − ∇p + ρg                             (6.251) 

 
Η παραπάνω εξίσωση είναι γνωστή ως εξίσωση Full Navier-Stokes.  
 
Για ασυµπίεστα ρευστά (incompressible flow) το ρ και µ είναι σταθερά. Εποµένως 
ισχύει η σχέση 
 
                                                        ∇ ⋅ ρU( )U = ρ∇U2                                         (6.252) 

 
και βάσει του ορισµού της διατµητικής τάσης σε διανυσµατική µορφή: 
  
                                                        τ = −µ∇U                                              (6.253) 

 
ο όρος ∇ ⋅τ  στην εξίσωση Full Navier-Stokes (6.251) µετατρέπεται ως εξής: 
 
                                                ∇ ⋅ τ = −∇ ⋅ µ∇U( ) = −µ∇2U                                     (6.254) 

 
Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (6.252) και (6.254) στην (6.251) και συγχρόνως 
χρησιµοποιώντας την ουσιαστική παράγωγο (substantial derivative):  
 

                                     D
Dt

≡ ∂
∂t

+U ⋅∇ ≡ ∂
∂t

+ux
∂
∂x

+uy
∂
∂y

+uz
∂
∂z

                           (6.255) 

 
προκύπτει η εξίσωση Navier-Stokes για ασυµπίεστα ρευστά: 
 

                                                    ρDU
Dt

= µ∇2U−∇p + ρg                                      

(6.256) 

Περαιτέρω, αν η ροή είναι ατριβής (inviscid) τότε το ιξώδες είναι µηδενικό (µ=0) και η 
εξίσωση Navier-Stokes για ασυµπίεστα ρευστά (6.255) απλουστεύεται ως εξής: 
 

                                                         ρDU
Dt

= −∇p + ρg                                         (6.257) 

Η παραπάνω εξίσωση είναι γνωστή ως εξίσωση Euler. 
 
(iii) Εξίσωση µεταφοράς µάζας: Για την περίπτωση που µας ενδιαφέρει η µεταφορά 
γραµµοµοριακής συγκέντρωσης ενός συστατικού τότε η αυθαίρετη συνεχής 
συνάρτηση παίρνει τη µορφή ξ = c .  Θεωρώντας ότι ο όρος διασποράς ∇ ⋅Ω( )  µπορεί 

να εκφραστεί βάσει του πρώτου νόµου του Fick (Fickian dispersion) 
∇ ⋅Ω = ∇ ⋅ j = ∇ ⋅ −D∇c( ) , ο όρος παραγωγής (Σ) ισούται µε το ρυθµό αντίδρασης (Σ=rc) 
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και ότι η ταχύτητα διήθησης U είναι σταθερή, τότε η γενικευµένη εξίσωση µεταφοράς 
(6.241) παίρνει τη µορφή: 
 

∂c
∂t

= −∇ ⋅cU−∇ ⋅ j+ rc

j = −D∇c
U = σταθερό

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

 ⇒  
∂c
∂t

= −U ⋅∇c +∇ ⋅ D∇c( )+ rc
D = σταθερό

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
 

 

                                              ⇒  ∂c
∂t

= −U ⋅∇c +D∇2c + rc                                     (6.258) 

 
Η παραπάνω εξίσωση είναι γνωστή ως εξίσωση µεταγωγής-διασποράς-αντίδρασης. 
 
 
6.9.2 Σφαιρικές και κυλινδρικές συντεταγµένες 
 
Για επίλυση προβληµάτων µεταφοράς γραµµοµοριακής συγκέντρωσης  σε σφαιρικά ή 
κυλινδρικά συστήµατα, η εξίσωση (6.258) πρέπει να γραφεί στις αντιπροσωπευτικές 
συντεταγµένες.  Σε σφαιρικές συντεταγµένες, όπως ορίζονται στο Σχήµα 6.22, η 
εξίσωση (6.258) παίρνει τη µορφή: 
 

                    

∂c
∂t

= − ur

∂c
∂r

+
uθ

r
∂c
∂θ

+
uϕ

r sinθ
∂c
∂ϕ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

       +D 1
r2

∂
∂r

r2 ∂c
∂r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 1

r2 sinθ
∂
∂θ

sinθ ∂c
∂θ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

uϕ

r2 sin2 θ
∂2c
∂ϕ2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+ rc

            (6.259) 

 

 
 

Σχήµα 6.22: Ορισµός των σφαιρικών συντεταγµένων r, θ και φ. 
 
Αν η συγκέντρωση είναι συνάρτηση µόνο της συντεταγµένης r (σφαιρική συµµετρία), 
τότε: 
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∂c
∂t

= −ur
∂c
∂r

+D 1
r2

∂
∂r

r2 ∂c
∂r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ rc                                (6.260) 

 
Σε κυλινδρικές συντεταγµένες όπως ορίζονται στο Σχήµα 6.23, η εξίσωση (6.258) 
παίρνει τη µορφή: 
 

                     
∂c
∂t

= −ur
∂c
∂r

−
uθ

r
∂c
∂θ

−uz
∂c
∂z

+D 1
r
∂
∂r

r ∂c
∂r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 1
r2

∂2c
∂θ2

+ ∂2c
∂z2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ + rc             (6.261) 

 

 
 

Σχήµα 6.23: Ορισµός των κυλινδρικών συντεταγµένων r, θ και L. 
 
 

Αν υπάρχει κυκλική συµµετρία και η ροή είναι κατά µήκος του κυλίνδρου, τότε: 
 

                                            
∂c
∂t

= −uz
∂c
∂z

+ D
r

∂
∂r

r ∂c
∂r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ rc                                (6.262) 

 
 
 


