
Κεφάλαιο 4 
 

Εφαρµογές διάχυσης  

 
 
4.1 Μονοδιάστατη διάχυση σε µόνιµη κατάσταση  

 
Για απλές εφαρµογές µονοδιάστατης διάχυσης ενός διαχεόµενου συστατικού Α, σε 
συνθήκες µόνιµης κατάστασης και δίχως την ύπαρξη κάποιας χηµικής αντίδρασης, 
αυτό που αναζητείται συνήθως είναι ο υπολογισµός του ρυθµού µεταφοράς µάζας, ΝΑ 

[M/L2t], από κάποια συγκεκριµένη επιφάνεια.  Στις περισσότερες περιπτώσεις εξετά-
ζουµε τη διάχυση µέσα από γεωµετρικές επιφάνειες, όπως επίπεδες, κυλινδρικές ή 
σφαιρικές, ακίνητου στρώµατος αερίου ή υγρού, αρχίζοντας πάντα µε ένα ισοζύγιο 
µάζας του διαχεόµενου συστατικού Α:  
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Για οποιαδήποτε γεωµετρία όγκου ελέγχου, σε συνθήκες µόνιµης κατάστασης δεν 
υπάρχει ο όρος του ρυθµού συσσώρευσης µάζας. Επίσης, αν δεν υπάρχει αντίδραση 
ο όρος του ρυθµού παραγωγής µάζας είναι µηδενικός. Συνεπώς, βάσει του Σχήµατος 
4.1, το ισοζύγιο µάζας για το συστατικό Α δίνεται από τη σχέση:  
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όπου S [L2] είναι η επιφάνεια του όγκου ελέγχου διαµέσου της οποίας µεταφέρεται 
το συστατικό Α. Επίσης, σταθερός είναι και ο συνολικός ρυθµός µεταφοράς µάζας WA 
[M/t]: 
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Σχήµα 4.1: Όγκος ελέγχου για τη µονοδιάστατη διάχυση του συστατικού Α µέσα από 
µια επιφάνεια ακίνητου στρώµατος αερίου ή υγρού, σε µόνιµη κατάσταση και χωρίς 
χηµική αντίδραση. 
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4.1.1 Διάχυση από επίπεδη επιφάνεια  
Ο ρυθµός µεταφοράς γραµµοµορίων, ΝΑ [M/L2t], ενός διαχεόµενου συστατικού Α 
από µία επιφάνεια S [L2], όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.2, ισούται µε το άθροισµα 

του ρυθµού γραµµοµοριακής διάχυσης, J
A
M  [M/L2t], και του ρυθµού µεταφοράς µε 

συναγωγή λόγω της µέσης γραµµοµοριακής ταχύτητας του µίγµατος, uM [L/t], ως 
εξής:  
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A
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A
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Σχήµα 4.2: Mονοδιάστατη διάχυση του συστατικού Α από µια επίπεδη επιφάνεια 
S=LxLy [L

2] σε ακίνητο στρώµα αερίου ή υγρού, σε µόνιµη κατάσταση και χωρίς χηµική 
αντίδραση. 
  
Η εξίσωση (1.58) µπορεί να τροποποιηθεί χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ρυθµού 

γραµµοµοριακής διάχυσης (J
A
M) και της αντίστοιχης µέσης ταχύτητας του µίγµατος 

(uM) ως εξής:
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Ορίζοντας εΑ [-] ως το κλάσµα: 
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και συνδυάζοντας τις παραπάνω δύο εξισώσεις προκύπτει η σχέση: 
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Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.3) και (4.6), προκύπτει η σχέση:  
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Χωρίζοντας µεταβλητές και ολοκληρώνοντας βρίσκεται η σχέση για το συνολικό ρυθ-
µό µεταφοράς µάζας WA [M/t], από µια επίπεδη επιφάνεια S=LxLy:  
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4.1.2 Διάχυση από κυλινδρική επιφάνεια  
Ο ρυθµός µεταφοράς γραµµοµορίων, ΝΑ [M/L2t], καθώς και ο συνολικός ρυθµός µε-
ταφοράς µάζας WA [M/t] ενός διαχεόµενου συστατικού Α από µία κυλινδρική επιφά-
νεια S=2πr1L [L2], όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.3, βρίσκεται ακολουθώντας ακρι-
βώς τα ίδια βήµατα όπως στην περίπτωση επίπεδης επιφάνειας αλλά σε κυλινδρικές 
συντεταγµένες:  

  
 
Σχήµα 4.3: Ακτινική (µονοδιάστατη) διάχυση του συστατικού Α από µια κυλινδρική 
επιφάνεια S=2πr1L [L2] σε ακίνητο στρώµα αερίου ή υγρού, σε µόνιµη κατάσταση και 
χωρίς χηµική αντίδραση.  
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Χωρίζοντας µεταβλητές και ολοκληρώνοντας βρίσκεται η σχέση για το συνολικό ρυθ-
µό µεταφοράς µάζας WA από µια κυλινδρική επιφάνεια 2πrL:  
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4.1.3 Διάχυση από σφαιρική επιφάνεια  
O συνολικός ρυθµός µεταφοράς µάζας WA [M/t] ενός διαχεόµενου συστατικού Α από 
µία σφαιρική επιφάνεια S=2πr2 [L2], όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.4, βρίσκεται α-
κολουθώντας ακριβώς τα ίδια βήµατα όπως στην περίπτωση επίπεδης επιφάνειας 
αλλά σε σφαιρικές συντεταγµένες, είναι:  
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Σχήµα 4.4: Ακτινική (µονοδιάστατη) διάχυση του συστατικού Α από µια σφαιρική ε-

πιφάνεια S = 4πr1
2  [L2] σε ακίνητο στρώµα αερίου ή υγρού, σε µόνιµη κατάσταση και 

χωρίς χηµική αντίδραση.   
 
Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος στις εξισώσεις (4.7), (4.10) και (4.12) για 
το συνολικό ρυθµός µεταφοράς µάζας WA [M/t] ενός διαχεόµενου συστατικού Α από 
επίπεδη, κυλινδρική και σφαιρική επιφάνεια, αντίστοιχα, πρέπει να γίνουν ορισµένες 

παραδοχές. Αν το γινόµενο   cDAB  είναι σταθερό τότε: 
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Το γινόµενο   cDAB  είναι σταθερό για αέρια αλλά όχι για υγρά, όπου ο συντελεστής 

µοριακής διάχυσης είναι συνάρτηση του γραµµοµοριακού κλάσµατος: 
  
DAB = f x

A( ) . Αν 

το  
εA = ΣN

i
/ N

A
= 0  ή αντίστοιχα η µέση γραµµοµοριακή ταχύτητα του µίγµατος είναι 

µηδενική  
uM = ΣN

i
/ c = 0 , δηλαδή η συναγωγή είναι µηδενική, τότε:  
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Αν το γινόµενο   cDAB  είναι σταθερό και  
εA ≠ 0 , τότε:  
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Αν το γινόµενο   cDAB  δεν είναι σταθερό, αλλά είναι γνωστή η µαθηµατική σχέση που 

το περιγράφει, τότε το ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί είτε αναλυτικά είτε αριθ-
µητικά. 
 
 
 
4.2 Ισογραµµοµοριακή αντιδιάχυση   

 
Για ένα ιδανικό µίγµα αερίων Α και Β (P<10 bar) υπάρχει ισογραµµοµοριακή αντιδιά-
χυση όταν για κάθε mole A που µεταφέρεται προς µια κατεύθυνση ένα mole B µετα-
φέρεται προς την αντίθετη κατεύθυνση (uM=0). Εποµένως, για τους ρυθµούς µετα-
φοράς γραµµοµορίων των δύο αερίων ισχύει η σχέση:  
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Επίσης, για τα αέρια Α και Β, ο ρυθµός µεταφοράς γραµµοµορίων ισούται µε το γραµ-
µοµοριακό ρυθµό διάχυσης: 
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και βάσει των εξισώσεων (4.5) και (4.13) ισχύουν οι σχέσεις: 
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Για την περίπτωση των δύο συγκοινωνούντων δοχείων του Σχήµατος 4.5 ο συνολι-
κός ρυθµός µεταφοράς µάζας WA [M/t] του διαχεόµενου συστατικού Α κάθετα στην 
επίπεδη επιφάνεια εγκάρσιας διατοµής S [L2] του σωλήνα δίνεται από τη σχέση (4.7): 
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Σχήµα 4.5: Δύο δοχεία µε καθαρά αέρια Α και Β, σε ιδανικές συνθήκες (P<10 bar), 
συγκοινωνούν µεταξύ τους µε ένα σωλήνα. Οι κατανοµές των συγκεντρώσεων cΑ και 
cΒ µέσα στο σωλήνα είναι γραµµικές. Ο σωλήνας έχει µήκος δ [L] και εµβαδό S [L2]. 
Η ολική συγκέντρωση µέσα στο σωλήνα παραµένει σταθερή (c=cΑ+cΒ). 
 

Επειδή  
z2 − z1 = δ ,  εΑ=0 και το γινόµενο   cDAB  είναι σταθερό για αέρια, η παραπάνω 

εξίσωση παίρνει τη µορφή:  
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Παράδειγµα 4.1 

Διοξείδιο του άνθρακα (CO2) και άζωτο (N2) βρίσκονται σε ισογραµµοµοριακή αντιδιά-
χυση σε κυλινδρικό σωλήνα µε µήκος L=80 cm και διάµετρο d=4 cm (βλέπε Σχήµα 
Π4.1). Το σύστηµα βρίσκεται σε θερµοκρασία T=25 °C και πίεση P=1 atm. Τα δύο ά-
κρα του σωλήνα συνδέουν δύο µεγάλες δεξαµενές όπου οι συγκεντρώσεις των αέρι-

ων παραµένουν σταθερές. Η µερική πίεση του CO2 στο ένα άκρο του σωλήνα είναι P
A
∗

=90 mm Hg και στο άλλο P
A
∗ =45 mm Hg. Να βρεθεί ο ρυθµός µεταφοράς µάζας του 

CO2 διαµέσου του σωλήνα σε µονάδες WCO2
 [kg/s] αν ο συντελεστής µοριακής διάχυ-

σης είναι D
AB

=0,16×10-4 m2/s. 
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Σχήµα Π4.1: Ισογραµµοµοριακή αντιδιάχυση διοξειδίου του άνθρακα (CO2) και αζώ-
του (N2) σε κυλινδρικό σωλήνα.  
 
Λύση : 
 
Για τον υπολογισµό του συνολικού γραµµοµοριακού ρυθµού µεταφοράς µάζας σε ισο-
γραµµοµοριακή αντιδιάχυση θα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (4.14): 
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Εποµένως χρειάζεται πρώτα να βρεθούν οι γραµµοµοριακές συγκεντρώσεις του CO2 
στα δύο άκρα του σωλήνα βάσει του νόµου των ιδανικών αερίων στους
T = 273,15+25oC=298,15 K : 
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                                S = πd
2
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 = 1,26 × 10−3  m2                                (Π4) 

 

                                    M.B.( )
CΟ2

  = 12+ 2 ×16( )=44 
g

mol
                                  (Π5) 

 
Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (Π2)-(Π5) στην εξίσωση (Π1) βρίσκεται η τιµή του συ-
νολικού γραµµοµοριακού ρυθµού µεταφοράς µάζα του CO2: 
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⇒ WA  = 2,68 × 10−9  kg
s

     •  

 
 
 
4.3 Διάχυση σε στάσιµο αέριο  
 
Ένα δοχείο µε ελεύθερη επιφάνεια εµβαδού S [L2] περιέχει ένα καθαρό συστατικό Α 
σε υγρή κατάσταση, το οποίο εξατµίζεται και διαχέεται µέσα από ακίνητο αέριο Β, 
όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.6. Όταν το διαχεόµενο συστατικό Α φτάσει το χείλος του 
δοχείου, παρασύρεται από το ρεύµα του αερίου Β.  
 
Για συνθήκες µόνιµης κατάστασης, βάσει του Σχήµατος 4.6, το ισοζύγιο µάζας για το 
συστατικό Α είναι: 
 

NA( )z1 S − NA( )z2 S + 0 = 0  
 

 
NA( )z1

= NA( )z2
= NA =  σταθερό  
 

                                                      ⇒
dNA

dz
= 0                                             (4.15) 

 

 
 
Σχήµα 4.6: Δοχείο µε καθαρό υγρό Α το οποίο εξατµίζεται και διαχέεται µονοδιά-
στατα σε αέριο Β. Η ροή του αερίου Β συµπαρασύρει από το χείλος του δοχείου το δι-
αχεόµενο συστατικό Α. 
 
Το αέριο Β δεν διαλύεται στο υγρό Α, εποµένως δεν έχει καθοδική κίνηση (uB=0) ή 
αντίστοιχα ο ρυθµός µεταφοράς µάζας του Β, ΝB [M/L2t], στην κατεύθυνση z είναι 
µηδενικός:  

 
                                                   NB = cBuB = cB0 = 0                                       (4.16) 
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4.3.1 Ρυθµός εξάτµ ισης  
Βάσει των εξισώσεων (4.5) και (4.6), ο ρυθµός µεταφοράς γραµµοµορίων, ΝΑ 
[M/L2t], του διαχεόµενου συστατικού Α από την επιφάνεια του δοχείου S [L2] δίνεται 
από τη σχέση:   
 

  

                                         Ν
Α
= −

cDAB

1− ε
A
x

A

dxA

dz
 

ε
Α
= 1

NA

Ni =
1

NA

NA + NA( ) = 1
NA

NA + 0( ) = 1
i=1

k

∑

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

⇒  

 

                                                ⇒ Ν
Α
= −

cDAB

1− x
A

dxA
dz

                                      (4.17) 

 
χωρίζοντας µεταβλητές και ολοκληρώνοντας προκύπτει η σχέση: 
 

  

Ν
Α

dz
z1

z2

∫ = −cDAB

dxA
1− x

AxA( )
z1

xA( )
z2

∫
 

 

⇒ Ν
Α
z2 − z1( )

δ
!"# $#

= +cDAB ln
1− x

A( )
z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥  

 

⇒ Ν
Α
=
cDAB

δ
ln

1− x
A( )

z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

     x
A
+ x

B
= 1⇒ x

B
= 1− x

A

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒  
  

 

                                          
  

⇒ Ν
Α
=

cDAB

δ
ln

x
B( )

z2

x
B( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

                                       (4.18)
 

 
Η παραπάνω σχέση περιγράφει το ρυθµό µεταφοράς µάζας του διαχεόµενου συστατι-
κού Α, δηλαδή το ρυθµό εξάτµισης του συστατικού Α. 
 
4.3.2 Κατανοµή συγκέντρωσης  
Για τον υπολογισµό της συγκέντρωσης του διαχεόµενου συστατικού Α στο ακίνητο 
αέριο Β µέσα στο δοχείο, δηλαδή κατά µήκος της απόστασης δ [L] (βλέπε Σχήµα 
4.6), αντικαθιστούµε την έκφραση (4.17) στην εξίσωση (4.15): 
 

  

dΝ
Α

dz
= d

dz
−

cDAB

1− x
A

dxA
dz

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = 0

 

 

⇒ −cDAB
d
dz

cDAB

1− x
A

dxA

dz
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = 0 ⇒  d

dz
1

1− x
A

dxA

dz
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = 0  
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όπου για διάχυση στο αέριο Β, το γινόµενο cDAB  θεωρήθηκε σταθερό. Μετά από δύο 

διαδοχικές ολοκληρώσεις η παραπάνω εξίσωση διαµορφώνεται ως εξής: 
 

 

1
1− x

A

dxA

dz
= Ω1 ⇒  

dxA

1− x
A

= Ω1dz
 

 

                                                            
⇒ − ln 1− x

A( ) = Ω1z +Ω2                                     (4.19) 

 
όπου Ω1 και Ω2 είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Για µαθηµατική διευκόλυνση οι σταθε-
ρές Ω1 και Ω2 ορίζονται ως εξής: 
 

                                                      
 
Ω1 = − lnK1                                              (4.20)

 
 

                                                     
  
Ω2 = − lnK2                                             (4.21) 

 
όπου Κ1 και Κ2 είναι σταθερές. Μετά την αντικατάσταση των εξισώσεων (4.20) και 
(4.21) στην (4.19) προκύπτει: 
 

 
⇒  − ln 1− x

A( ) = −z ln K1( ) − ln K2( ) = − ln K1
z( ) − ln K2( ) = − ln K1

zK2( )
  

                                                   
  ⇒  1− x

A
= K1

z1K2                                       (4.22) 

 
Οι σταθερές Κ1 και Κ2 βρίσκονται από τις οριακές συνθήκες:  
 

z = z1 :  x
A
= x

A( )
z1

⇒  1− x
A( )

z1

= K1
z1K2

 
 

                                                
⇒  K2 =

1− x
A( )

z1

K1
z1

                                          (4.23)
 

 

 
z = z2 : x

A
= x

A( )
z2

⇒  1− x
A( )

z2

= K1
z2K2

 
 

⇒  1− x
A( )

z2

=
K1

z2

K1
z1

1− x
A( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 ⇒  K1
z2−z1 =

1− x
A( )

z2

1− x
A( )

z1  

 

                                               
⇒  K1 =

1− x
A( )

z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1
z2−z1

                                    (4.24)
 

 
Στην παραπάνω σχέση χρησιµοποιήθηκε η εξίσωση (4.23). Αντικατάσταση της εξί-
σωσης (4.24) στην (4.23) δίνει:  
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 K2 = 1− x
A( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1− x
A( )

z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−z1
z2−z1

                              (4.25) 

 
Αντικατάσταση των εξισώσεων (4.24) και (4.25) στην (4.22) δίνει:  
 

 

 1− x
A
=

1− x
A( )

z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

z
z2−z1

1− x
A( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1− x
A( )

z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−z1
z2−z1

 

 

                              
 ⇒

1− x
A

1− x
A( )

z1

=
1− x

A( )
z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

z−z1
z2−z1

=
1− x

A( )
z2

1− x
A( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 ζ

                       (4.26)  

 
όπου  
 

                                                      
 ζ =

z − z1

z2 − z1

                                             (4.27) 

 

Δεδοµένου ότι  
x

A
+ x

B
= 1⇒ x

B
= 1− x

A
, η εξίσωση (4.26) µπορεί να γραφεί ως εξής:  

 

                                                    

x
Β

x
Β( )1

=
x
Β( )2

x
Β( )1

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

ζ

                                          (4.28)  

 
 

 
 
Σχήµα 4.7: Κατανοµή των γραµµοµοριακών κλασµάτων του διαχεόµενου συστατι-
κού Α και του αερίου Β µέσα στο δοχείο κατά µήκος της απόστασης δ βάσει της εξί-

σωσης (4.26). Εδώ z1=0 m, z2=1 m, x
A( )

z1
= 0,4  και 

 
x

A( )
z2
= 0,1. 

 
Η κατανοµές των γραµµοµοριακών κλασµάτων xΑ και xB µέσα στο δοχείο πάνω από 
το υγρό συστατικό Α δεν είναι γραµµικές και παρουσιάζονται γραφικά στο Σχήµα 4.7. 
Το xΑ έχει µέγιστη τιµή στο z1=0 και ελάχιστη στο z2=δ. Αντίστοιχα, το xΒ έχει µέγιστη 
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τιµή στο z2 και ελάχιστη στο z1. Το άθροισµα των δύο γραµµοµοριακών κλασµάτων 
παραµένει σταθερό και ίσο µε την µονάδα, σε όλο το µήκος της απόστασης δ µέσα 
στο δοχείο. 
 

4.3.3 Μέση συγκέντρωση  
Η µέση συγκέντρωση του αερίου Β,  

x
Β
 [M/L3], στο µήκος του σωλήνα δ βρίσκεται 

χρησιµοποιώντας την εξίσωση (4.28) ως εξής: 
 

x
Β

x
Β( )

z1

=

x
Β
/ x

Β( )
z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
dz

z1

z2

∫

dz
z1

z2

∫
=

x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 ζ

dζ
0

1

∫
dζ

0

ζ=1

∫

                                                 aβ∫ dβ = aβ

lna
+ c 

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

 ⇒  
x
Β

x
Β( )1

=
x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 ζ

ln x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

0

1

 

 

⇒  
x
Β

x
Β( )

z1

=
x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
− 1

ln x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 =  
x
Β( )

z2

− x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
/ x

Β( )
z1

ln x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥  

 

                                        

⇒  x
Β
=

x
Β( )

z2

− x
Β( )

z1

ln x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= x
Β( )

lm
                          (4.29) 

 
Εποµένως η µέση τιµή του xB στο σωλήνα είναι ίση µε το λογαριθµικό µέσο των 
γραµµοµοριακών κλασµάτων στα δύο άκρα z1 και z2. 
 

4.3.4 Εναλλακτικές εκφράσεις για το ρυθµό εξάτµ ισης 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.18) και (4.28) προκύπτει µια εναλλακτική σχέση για 
το ρυθµό µεταφοράς µάζας του διαχεόµενου συστατικού Α ή αντίστοιχα το ρυθµό ε-
ξάτµισης του συστατικού Α σε στάσιµο ρευστό: 
 

  

Ν
Α
=

cDAB

δ
ln x

Β( )
z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 

x
Β( )

lm
=

x
Β( )

z2

− x
Β( )

z1

ln x
Β( )

z2

/ x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

 ⇒  
Ν

Α
=

cDAB

δ x
Β( )

lm

x
Β( )

z2

− x
Β( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 

x
A
+ x

Β
= 1 ⇒  x

Β
= 1− x

A
 

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

 

 

 

                                           

⇒  Ν
Α
=

cDAB

δ x
Β( )

lm

x
A( )

z1
− x

A( )
z2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
                            (4.30)

 

 

Η παραπάνω σχέση εξαρτάται από την κινητήρια δύναµη xA( )z1 − xA( )z2
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
.  
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Συνδυάζοντας την εξίσωση (4.18) µε το νόµο των τέλειων αέριων καθώς και το νό-
µο του Raoult προκύπτει µια δεύτερη εναλλακτική σχέση: 

                  

 

               

Ν
Α
=
cDAB

δ
ln

x
B( )

z2

x
B( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

PV = nRT ⇒ P = n
V
RT ⇒ c = P

RT
 

x
B
=
P
B
∗

P
B

 

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

 ⇒  Ν
Α
=
PDAB

RTδ
ln

P
B
∗( )

z2

P
B
∗( )

z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
                 (4.31) 

 
Η παραπάνω σχέση εξαρτάται από την ολική πίεση καθώς και τη µερική πίεση του 
αερίου Β στα δύο άκρα του σωλήνα z1 και z2.  
 
Επίσης συνδυάζοντας την εξίσωση (4.30) και το λογαριθµικό µέσο της µερικής πίε-
σης του αερίου Β στα δύο άκρα του σωλήνα z1 και z2 προκύπτει µια τρίτη εναλλακτική 
σχέση για το ρυθµό εξάτµισης του συστατικού Α:  

               

Ν
Α
=
PDAB

RTδ
ln P

B
∗( )

z2
/ P

B
∗( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

P
B
∗( )

lm
=

P
B
∗( )

z2
− P

B
∗( )

z1

ln P
B
∗( )

z2
/ P

B
∗( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 

P = P
z
= P

A
∗( )

z
+ P

B
∗( )

z

 

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

 ⇒  Ν
Α
=

PDAB

RTδ P
B
∗( )

lm

P − P
A
∗( )

z2
− P + P

A
∗( )

z1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
                  

 

                                     ⇒  Ν
Α
=

PDAB

RTδ P
B
∗( )

lm

P
A
∗( )

z1
− P

A
∗( )

z2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
                               (4.32) 

 
Η παραπάνω σχέση για το ρυθµό µεταφοράς µάζας του διαχεόµενου συστατικού Α 
εξαρτάται από την ολική πίεση, το λογαριθµικό µέσο της µερικής πίεσης του αερίου Β, 
καθώς και τη µερική πίεση του Α στα δύο άκρα του σωλήνα z1 και z2.  
 
Οι εξισώσεις (4.18), (4.30)-(4.32) δίνουν τέσσερις εναλλακτικούς τρόπους για τον 
υπολογισµό του ρυθµού µεταφοράς µάζας του διαχεόµενου συστατικού Α, δηλαδή 
του ρυθµού εξάτµισης του συστατικού Α. Ποια από τις τρεις εξισώσεις πρέπει να χρη-
σιµοποιηθεί σε κάθε περίπτωση εξαρτάται από τα διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα.  
 
Παράδειγµα 4.2 

Ένας δοκιµαστικός σωλήνας µε επιφάνεια S=2,4 cm2 περιέχει ένα καθαρό συστατικό Α 
σε υγρή κατάσταση, το οποίο εξατµίζεται και διαχέεται µέσα από ακίνητο αέρα Β. Στο 
πάνω χείλος του σωλήνα υπάρχει ρεύµα αέρα που παρασύρει το συστατικό Α που έχει 
εξατµιστεί. Ο αέρας δεν διαλύεται στο συστατικό Α. Να βρεθεί ο συνολικός ρυθµός ε-
ξάτµισης του συστατικού Α στον αέρα. Δίνονται: απόλυτη θερµοκρασία Τ=25°C, από-

λυτη πίεση P=770 mm Hg, συντελεστής µοριακής διάχυσης του Α στο νερό, D
AB

=0,09 cm2/s, µερική πίεση του καθαρού συστατικού A, PA
*  =24 mm Hg, απόσταση από 
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τη διεπιφάνεια έως το πάνω χείλος του σωλήνα, δ=z2-z1=14,5 cm, και παγκόσµια 
σταθερά αερίων, R=82,06 atm·cm3/K·mol. 
 
Λύση : 
 
Το Σχήµα 4.6 είναι πλήρως αντιπροσωπευτικό για το συγκεκριµένο πρόβληµα. Επί-
σης, βάσει των δεδοµένων του προβλήµατος, για τον υπολογισµό του ρυθµού µετα-
φοράς µάζας του διαχεόµενου συστατικού Α θα χρησιµοποιηθεί η εξίσωση (4.31): 
 

NA =
PDAB

RTδ
ln

PB
*( )
z2

PB
*( )
z1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
 

 
µε τις παρακάτω τιµές των παραµέτρων 
 

P = 775 mm Hg( ) atm
760 mm Hg

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 1,02 atm  

 

PB
*( )z2

= P = 775 mm Hg  

 

P( )z1

= PA
*( )z1

+ PB
*( )z1

= P ⇒  PB
*( )z1

= P − PA
*( )z1

= 775 − 24 ⇒ PB
*( )z1

= 751 mm Hg  

 
T = 273,15 + 25 = 298,15 K  

 

⇒ N
A
=

1,02 atm( ) 0,09 cm2

s

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

82,06 atm ⋅ cm3

mol ⋅K
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
298,15 K( ) 14,5 cm( )

ln
770 mg Hg
751 mg Hg

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
			 	

	

⇒ N
A
= 6,47 × 10−9 mol

cm2  s
	

  
Ο συνολικός ρυθµός εξάτµισης δίνεται από τη σχέση: 
	

W
A
= N

A
S = 6,47 × 10−9 mol

cm2  s
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2,4cm2( ) 	
	

⇒ W
A
= 1,55 × 10−8 mol

s
    •  

                    
Παράδειγµα 4.3 

Να υπολογιστεί ο συνολικός ρυθµός εξάτµισης νερού µε και χωρίς την επίδραση της 
συναγωγής, στους 27°C και 1 atm, από κυλινδρικό δοχείο, ανοιχτό στην ατµόσφαιρα, 
µε διάµετρο d=20 cm, αν η επιφάνεια του νερού βρίσκεται 8 cm κάτω από χείλος του 

δοχείου (βλέπε Σχήµα Π4.3). Θεωρείστε ότι ο συντελεστής µοριακής διάχυσης D
AB

= 

D
H2O−air =0,26×10-4 m2/s, η πίεση κορεσµού είναι Psat=3,513 kPa και η σχετική υγρασία 

είναι 25%.  
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Σχήµα Π4.3: Δοχείο µε νερό ανοιχτό στην ατµόσφαιρα.  
 
Λύση : 
 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.2) και (4.18), o συνολικός ρυθµός εξάτµισης νερού 
(W) µε την επίδραση της συναγωγής δίνεται από τη σχέση: 
 

                                       W = S N
A
= S 

cD
AB

δ
ln
1− x

A(L)

1− x
A(0)

                                   (Π1)

 
Θεωρώντας ότι το αέριο µίγµα είναι ιδανικό, η συγκέντρωση του µίγµατος βρίσκεται 

ως εξής:  

 

PV = nRT

c = n
V

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ c = P

RT
 

 

                    ⇒ c = 101,325 kPa

8,314 kPa ⋅m3

kmol ⋅K
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
(373,15 + 27)K

⇒ c = 0,041 kmol
m3

                 (Π2) 

 

                               x
A(0)

=
P

sat

P
=

3,513 kPa
101,325 kPa

⇒ x
A(0)

= 0,035                         (Π3) 

 

                           x
A(L)

= 0,25 x
A(0) = 0,25( ) 0,035( ) ⇒ x

A(L)
= 0,0088                      (Π4) 

 

                                           S = πr2 = π 0,1 m( )2 = 0,031 m2                               (Π5) 

 
Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (Π2)-(Π5) στην εξίσωση (Π1) βρίσκεται η τιµή του W:  
 

W = 0,031 m2( ) 0,041 kmol
m3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
0,26 × 10−4  m2 /s

0,08 m
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
ln
1− 0,0088
1− 0,035
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                                           ⇒W=1,11× 10−8   kmol
s

     •                                    (Π6) 

 
Ο συνολικός γραµµοµοριακός ρυθµός εξάτµισης του νερού (W) χωρίς την επίδραση 
της συναγωγής (uΜ=0) υπολογίζεται θεωρώντας ότι το νερό που εξατµίζεται (Α) δι-
αχέεται δια µέσου ακίνητου αέρα (Β) σύµφωνα µε τον νόµο του Fick. Για συνθήκες 
µόνιµης κατάστασης, συνδυάζοντας τις εξισώσεις (1.58), (3.1) και (4.3), προκύπτει  
η σχέση για τον συνολικό ρυθµό εξάτµισης νερού (W) χωρίς την επίδραση της συνα-
γωγής: 
 

                       
W = N

A
S

N
A
= J

A
M + c

A
uM  

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒

W = J
A
M + c

A
uM( )S

uM = 0

J
A
M = −D

AB

∂c
A

∂x
 

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⇒ W = −SD
AB

∂c
A

∂x
               (Π7) 

 

PV = nRT

c = n
V

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ c

A(0) = c
sat

=
P
sat

RT
= 3,513 kPa

8,314 kPa ⋅m3

kmol ⋅K
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
(273,15 + 27)K

 

 

                                                  ⇒ cA(0) = 1,408 × 10−3   kmol
m3                                   (Π8) 

 

          c
A(L)

= 0,25 × c
A(L)

= 0,25 × 1,408 × 10−3 kmol
m3 ⇒ c

A(L)
= 3,52 × 10−4 kmol

m3
          (Π9) 

 
Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (Π5), (Π8) και (Π9) στην εξίσωση (Π7) υπολογίζεται 
ο W χωρίς την επίδραση της συναγωγής: 
 

⇒ W = − 0,031 m2( ) 0,26 × 10−4 m
2

s

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
3,52 × 10−4 − 1,408 × 10−3( )  kmol /m3

0,08 m
 

 

                                        ⇒W =  1,064 × 10−8   kmol
s

     •                                (Π10)

 
 
Συγκρίνοντας τις τιµές του W µε και χωρίς την επίδραση της συναγωγής, βλέπε εξι-
σώσεις (Π6) και (Π10), αντίστοιχα, παρατηρούµε ότι στην περίπτωση αυτή δεν υπάρ-
χει σηµαντικό λάθος στον υπολογισµό του W όταν δεν λαµβάνεται υπόψη η επίδραση 
της συναγωγής. Βέβαια αυτό δεν ισχύει για κάθε άλλη πιθανή περίπτωση. 

                    
 
 

4.4 Θεωρία του υµένα για τη µεταφορά µάζας µε 
συναγωγή 
 
Πολλές εφαρµογές µεταφοράς µάζας σχετίζονται µε τη ύπαρξη ροής ενός αερίου κα-
τά µήκος µιας επιφάνειας (στερεή ή υγρή). Για τις περιπτώσεις αυτές έχουν διαµορ-
φωθεί πολλοί πιθανοί µηχανισµοί και µοντέλα έτσι ώστε να είναι δυνατή η ποσοτικο-
ποίηση του φαινοµένου µεταφοράς µάζας µε συναγωγή. Η απλούστερη αντίληψη της 
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διαδικασίας µεταφοράς από µια επιφάνεια σε ένα αέριο αποδίδεται στο Γερµανό χηµι-
κό Nernst (1904) και είναι γνωστή ως η θεωρία του υµένα (film theory). Ο Nernst 
θεώρησε ότι κοντά στη διεπιφάνεια υπάρχει ένας λεπτός στάσιµος υµένας, όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 4.8 µε πάχος δ [L] (περιοχή Ι). Αυτός ο στάσιµος υµένας είναι 
υποθετικός, αφού πραγµατικά δεν γνωρίζουµε τις λεπτοµέρειες του προφίλ ταχύτη-
τας κοντά στη διεπιφάνεια. Το αέριο πάνω από τον υµένα (περιοχή ΙΙ) ρέει µε τυρβώ-
δη ροή, εποµένως υπάρχει πλήρης ανάµιξη και η συγκέντρωση το συστατικού Α είναι 
χωρικά αµετάβλητη. 
 
Σε συνθήκες µόνιµης κατάστασης όταν δεν υπάρχουν αντιδράσεις στο στάσιµο υµένα, 
και ο συντελεστής µοριακής διάχυσης είναι σταθερός, δεν υπάρχει συσσώρευση µά-
ζας στον υµένα. Τότε η µεταφορά µάζας περιγράφεται µε τον νόµο του Fick και η 
κλίση της συγκέντρωσης του συστατικού Α προσεγγίζεται µε µια γραµµική συνάρτηση 
της συνολικής ωθούσας δύναµης. Εποµένως, το συστατικό Α διαχέεται στον υµένα 
(περιοχή Ι) µε ρυθµό µεταφοράς γραµµοµορίων που δίνεται από τη σχέση (4.30) για 
διάχυση (εξάτµιση) σε στάσιµο ρευστό, σύµφωνα µε τη σχέση:  
 

                                   

Ν
Α
=

cDAB

δ x
Β( )

lm

x
As
− x

A∞
( ) = k

c(x)
x
As
− x

A∞
( )                          (4.33)

 
 

όπου kc [M/L2t] είναι ο συντελεστής µεταφοράς µάζας µε συναγωγή (convective 
mass transfer coefficient) και ορίζεται ως: 

 

                                                    

k
c(x)

=
cDAB

δ x
Β( )

lm

                                          (4.34) 

 
 

 
 
Σχήµα 4.8: Μοντέλο του υµένα για τη µεταφορά µάζας µε συναγωγή. Υπάρχουν δύο 
περιοχές: (Ι) ένα λεπτό στάσιµο στρώµα κοντά στη στερεή ή υγρή επιφάνεια και (ΙΙ) 
περιοχή του όπου επικρατούν συνθήκες τυρβώδους πεδίου ροής. Όπου c

As
 είναι η 

συγκέντρωση του Α στη διεπιφάνεια (συνεχής πράσινη γραµµή) και c
A∞

 είναι η συ-

γκέντρωση του Α πάνω από τον υµένα. 
 
Οι εξισώσεις για το ρυθµό µεταφοράς συναρτήσει της γραµµοµοριακής συγκέντρωσης 
(cΑ) αντί για το γραµµοµοριακό κλάσµα (xA=cΑ/c), είναι: 
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Ν
Α
=

DAB

δ x
Β( )

lm

c
As
− c

A∞
( ) = k

c
c
As
− c

A∞
( )                           (4.35)

 
 

όπου ο συντελεστής µεταφοράς µάζας µε συναγωγή k ορίζεται ως: 

 

                                                     

k
c
=

DAB

δ x
Β( )

lm

                                            (4.36) 

 
Στην πραγµατικότητα όµως ο λεπτός υµένας δεν είναι στάσιµος, λόγω του ότι υπάρ-
χει στρωτή ροή και στην περιοχή Ι. Εξαιτίας της µεταβαλλόµενης κατανοµής ταχύτη-
τας του ρευστού µέσα στον υµένα, ο συντελεστής µοριακής διάχυσης δεν είναι στα-
θερός και κατ’ επέκταση η κλίση της συγκέντρωσης του συστατικού Α δεν είναι γραµ-
µική (βλέπε Σχήµα 4.8). Παρόλο που η θεωρία του υµένα δεν είναι ένα ρεαλιστικό 
µοντέλο, χρησιµοποιείται συχνά γιατί έχει αποδειχθεί πολύ χρήσιµο για τον υπολογι-
σµό συντελεστών µεταφοράς µάζας. 
 
Παράδειγµα 4.4 

Από τον πυθµένα µια λίµνης αναδύεται µια φυσαλίδα οξυγόνου (είδος Α), όπως φαί-
νεται στο Σχήµα Π4.4. Κατά την ανάδυση της φυσαλίδας, οξυγόνο διαχέεται από τη 
φυσαλίδα στο νερό της λίµνης. Αρχικά (t=t0) η φυσαλίδα είχε ακτίνα ro και σε µεταγε-
νέστερο χρόνο (t=t1) η φυσαλίδα είχε ακτίνα r1. Να βρεθεί η εξίσωση που περιγράφει 
το συντελεστή µεταφοράς µάζας (kc). Ο όγκος της φυσαλίδας είναι V, η συγκέντρωση 
του οξυγόνου στην φυσαλίδα είναι cA και παραµένει σταθερή, η συγκέντρωση του ο-
ξυγόνου στην επιφάνεια της φυσαλίδας είναι ίση µε τη συγκέντρωση κορεσµού στο 
νερό c

As
, και η συγκέντρωση του οξυγόνου στο νερό της λίµνης είναι c

Ab
. Θεωρείστε 

ότι η φυσαλίδα είναι σφαιρική, περιβάλλεται από ένα λεπτό υµένα µε πάχος δ και ότι 
ο συντελεστής µεταφοράς µάζας µένει σταθερός για το χρονικό διάστηµα Δt= t1-t0. 

 

  
 

Σχήµα Π4.4: Φυσαλίδα οξυγόνου σε νερό λίµνης. Ο όγκος της φυσαλίδας ελαττώ-
νεται µε την πάροδο του χρόνου καθώς το οξυγόνο µεταφέρεται από τη φυσαλίδα 
στο νερό διαµέσου ενός λεπτού υµένα.

 

 
 
Λύση : 
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Το ισοζύγιο µάζας για το οξυγόνο παίρνοντας για όγκο ελέγχου τη φυσαλίδα οξυγό-
νου, δίνει: 
 

Ρυθµός

εισροής

µάζας

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
−

Ρυθµός

εκροής 
µάζας

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
+

   Ρυθµός
παραγωγής

    µάζας

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=

     Ρυθµός
συσσώρευσης

      µάζας

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
 

 

⇒ 0 −Ν
Α
S + 0 = d

dt
Vc

A( )
  

Συνδυάζοντας το παραπάνω ισοζύγιο µάζας µε την εξίσωση για το ρυθµό µεταφοράς 
συναρτήσει της γραµµοµοριακής συγκέντρωσης (4.35) προκύπτει:  

 

⇒ −Ν
Α
S = d

dt
Vc

A( )  

       Ν
Α
= k

c
c
As

− c
Ab

( )  

       S = 4πr2

       V = 4
3
πr3

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

 ⇒  − k
c
c
As

− c
Ab

( ) 4πr2( ) = d
dt

4
3
πr3c

A

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

 

⇒   − kc
cAs − cAb

cA

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
dt= 1

3r2
d r3( ) ⇒   − kc

cAs − cAb
cA

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
dt= 3r

2

3r2
dr   

 

⇒   − kc
cAs − cAb

cA

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

dt
t0

t1

∫ = dr
r0

r1

∫ ⇒   − kc
cAs − cAb

cA

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
t1 − t0( )= r1 − r0( )  

 

⇒  kc= −
r1 − r0
t1 − t0

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

cA

cAs
− cAb

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

     •  

 
 
 

4.5 Ψευδοµόνιµη κατάσταση (quasi-steady state) 
 
Πολλά προβλήµατα διάχυσης δεν µπορούν να επιλυθούν θεωρώντας ότι το σύστηµα 
βρίσκεται σε µόνιµη κατάσταση γιατί υπάρχουν µεταβαλλόµενες οριακές συνθήκες. 
Δηλαδή υπάρχουν µεταβαλλόµενες µάζες, όγκοι ή  επιφάνειες (moving interface). 
Δεδοµένου ότι σε πολλές περιπτώσεις οι µεταβολές που παρατηρούνται είναι πολύ 
αργές, πολλά προβλήµατα µπορούν να απλουστευτούν µε τη χρήση µιας µεθόδου 
ψευδοµόνιµης κατάστασης (quasi-steady state). Δηλαδή οι συνθήκες µόνιµης κατά-
στασης ισχύουν για µια µικρή χρονική περίοδο Δt. 
 
4.5.1 Διάχυση σε στάσιµο αέριο µε µεταβαλλόµενη στάθµη 
Το πρόβληµα διάχυσης (εξάτµισης) σε στάσιµο αέριο είναι πολύ πιο ρεαλιστικό αν ε-
ξεταστεί επιτρέποντας τη στάθµη του υγρού να υποχωρεί (moving interface) καθώς 
εξατµίζεται, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.9, αντί να θεωρείται ότι η διεπιφάνεια υγρού-
αερίου διατηρείται σε ένα σταθερό ύψος. Δεδοµένου ότι το υγρό υποχωρεί πολύ αρ-
γά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια µέθοδο ψευδοµόνιµης κατάστασης όπου υ-
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πάρχει µόνιµη κατάσταση ισχύει µόνο για µια µικρή, αλλά επαναλαµβανόµενη χρονική 
περίοδο Δt. 
 

 
 
Σχήµα 4.9: Μεταβολή στάθµης, dδ, του υγρού Α στο δοχείο για µια µικρή χρονική 
περίοδο, εξαιτίας της εξάτµισης.  

 
Για ένα δοχείο µε επιφάνεια διατοµής S [L2] το οποίο περιέχει ένα καθαρό συστατικό 
Α σε υγρή κατάσταση, η µεταβολή στον όγκο, V [L3], του υγρού για µια χρονική περί-
οδο (Δt → 0) , εξαιτίας της εξάτµισης είναι:  

 

                                                     
 

dV
dt

= S
dδ
dt

                                            (4.37) 

 
όπου dδ [L] είναι η µεταβολή της στάθµης του υγρού στο δοχείο. Η µεταβολή του ό-
γκου του υγρού συνδέεται µε το ρυθµό εξάτµισης ως έξης:  

 

                                           

 

      Ν
Α
=

ρ
Α

Μ.Β.( )
Α

1
S

dV
dt

mol
L2 ⋅ t
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

M / L3

M / mol

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1
L2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

L3

t

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

                                (4.38) 

 
Αντικατάσταση της εξίσωσης (4.37) στην (4.38) δίνει: 
 

                                             

Ν
Α
=

ρ
Α

Μ.Β.( )
Α

dδ
dt

= c
A(liq)

dδ
dt

                                 (4.39) 

 
όπου cA(liq) είναι η γραµµοµοριακή συγκέντρωση του συστατικού Α στο υγρό. Εξισώ-
νοντας την παραπάνω σχέση µε το ρυθµό εξάτµισης του συστατικού Α σε στάσιµο 
ρευστό (4.30) και ολοκληρώνοντας µεταξύ t=0 και t προκύπτει: 
 

c
A(liq)

dδ
dt

=
cDAB

δ x
Β( )

lm

x
A( )

z1
− x

A( )
z2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
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⇒ c
A(liq)

δ dδ
δ0

δt

∫ =
cDAB

x
Β( )

lm

x
A( )

z1
− x

A( )
z2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

dt
0

t

∫
 

 

                      

⇒
δ

t
2 − δ0

2

2
=

δ
t
+ δ0( ) δ

t
− δ0( )

2
=

cDAB

c
A(liq)

x
Β( )

lm

x
A( )

z1
− x

A( )
z2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
t           (4.40)

 
 
Ορίζουµε τη µέση τιµή βάθους,  δ  [L], του άδειου από υγρό δοχείου ως εξής: 
 

                                                      

δ =
δ

t
+ δ0

2
                                            (4.41) 

 
Επίσης, βάσει της εξίσωσης (4.39) ορίζουµε το µέσο ρυθµό εξάτµισης του συστατικού 

Α σε στάσιµο ρευστό, Ν
Α  

[M/L2t], ως εξής: 

 

                                               

Ν
Α
= c

A(liq)

δ
t
− δ0

t

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟                                        (4.42) 

 
Με βάση τους ορισµούς (4.41) και (4.42), η εξίσωση (4.49) µπορεί να πάρει τη µορ-
φή: 
 

                                          

Ν
Α
=

cDAB

δ x
Β( )

lm

x
A( )

z1
− x

A( )
z2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
                                 (4.43) 

 
Η παραπάνω εξίσωση περιγράφει το µέσο ρυθµό εξάτµισης του συστατικού Α σε στά-
σιµο ρευστό σε συνθήκες ψευδοµόνιµης κατάστασης, λαµβάνοντας υπόψη τη µετα-
βαλλόµενη στάθµη του υγρού. Η εξίσωση (4.43) διαφέρει από την αντίστοιχη εξίσω-
ση (4.30) γιατί είναι συνάρτηση του  δ  αντί του δ. Συγκρίνοντας τις εξισώσεις (4.30) 
και (4.43) είναι προφανές ότι η παραδοχή µιας στάσιµης διεπιφάνειας υγρού-αερίου 
οδηγεί σε πρόβλεψη για την τιµή του ρυθµού εξάτµισης, η οποία είναι µικρότερη της 
πραγµατικής τιµής. 
 
4.5.2 Διαλυτοποίηση σφαιρικού σωµατιδίου 
Το πρόβληµα διαλυτοποίησης σφαιρικού σωµατιδίου σε στάσιµο νερό απλουστεύει 
αρκετά αν επανεξεταστεί επιτρέποντας τη διάµετρο του σωµατιδίου να παραµένει 
σταθερή για µια σχετικά µικρή χρονική περίοδο, καθώς διαλύεται στο νερό. Η προτει-
νόµενη µέθοδος ψευδοµόνιµης κατάστασης, όπου η µόνιµη κατάσταση ισχύει µόνο 
για µια µικρή, αλλά επαναλαµβανόµενη χρονική περίοδο Δt, ισχύει όταν το σφαιρικό 
σωµατίδιο διαλύεται στο νερό πολύ αργά. 
 
Για ένα σφαιρικό σωµατίδιο µε ακτίνα ro το οποίο έχει τοποθετηθεί σε δοχείο µε νερό 
όγκου V (βλέπε Σχήµα 4.10), η σχέση που περιγράφει το συντελεστή µεταφοράς µά-
ζας µπορεί να βρεθεί από το ισοζύγιο µάζας. Επιλέγοντας για στοιχειώδη όγκο ελέγ-
χου V τον όγκο νερού στο δοχείο, το ισοζύγιο µάζας για το συστατικό Α του σωµατι-
δίου δίνει: 
 

Ρυθµός
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⎥
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⇒ 0 + 0 +Ν

Α
S =

d
dt

Vc
A( )                                   (4.44)

  

όπου cA είναι η συγκέντρωση του συστατικού Α στο δοχείο και S = 4πr0
2  είναι η 

επιφάνεια του σφαιρικού σωµατιδίου. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι ο ρυθµός 
παραγωγής του συστατικού Α στο νερό του δοχείου είναι ίσος µε το ρυθµό 
µεταφοράς µάζας του Α από την επιφάνεια του σφαιρικού σωµατιδίου.  
 

 
Σχήµα 4.10: Διάλυση σφαιρικού σωµατιδίου σε δοχείο µε νερό. 

 
Θεωρούµε ότι c

As
 είναι η συγκέντρωση κορεσµού του συστατικού Α στην επιφάνεια 

του σφαιρικού σωµατιδίου ( r=r0: cA= cAs
) και συνδυάζοντας το παραπάνω ισοζύγιο 

µάζας (4.44) µε την εξίσωση για το ρυθµό µεταφοράς συναρτήσει της γραµµοµορια-
κής συγκέντρωσης (4.35) προκύπτει η σχέση που περιγράφει το συντελεστή µετα-
φοράς µάζας kc:  
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                                   ⇒  k
c
=

V
4πr0

2t
ln

c
As

c
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A

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
                                 (4.45) 

 
Επισηµαίνεται ότι το V δεν αφορά τον όγκο του σωµατιδίου αλλά τον όγκο του νερού. 
 

4.6 Διάχυση µε χηµ ική αντίδραση 
 
Μια χηµική αντίδραση µπορεί να είναι είτε οµογενής είτε ετερογενής. Οµογενείς αντι-
δράσεις είναι αυτές όπου τα αντιδρώντα και προϊόντα βρίσκονται στην ίδια φάση, α-
ντίδραση και διάχυση συµβαίνουν ταυτόχρονα, η αντίδραση βοηθάει τη διάχυση γιατί 
το διαχεόµενο συστατικό καταναλώνεται µε συνέπεια να αυξάνει η διαφορά συγκέ-
ντρωσης η οποία είναι η κινητήρια δύναµη της διάχυσης. Ετερογενείς αντιδράσεις 
πραγµατοποιούνται σε κάποια διεπιφάνεια µεταξύ δύο φάσεων, τα αντιδρώντα φτά-
νουν στη διεπιφάνεια µε διάχυση και τα προϊόντα αποµακρύνονται επίσης µε διάχυση. 
 

4.6.1 Κινητική της αντίδρασης  
Για µια αντιστρεπτή (αµφίδροµη) οµογενή αντίδραση µεταξύ των αντιδρώντων Α και 
Β κατά την οποία παράγονται τα προϊόντα C και D της µορφής:  
 

                                              
  
aA + bB
αντιδρώντα
! "# $#  

λf

λr

⎯ →⎯← ⎯⎯  cC + dD
προϊόντα
! "# $#                                  (4.46) 

 
όπου a, b, c και d είναι οι συντελεστές της στοιχειοµετρικής χηµικής εξίσωσης, η ο-
ποία συνίσταται από µια αντίδραση προς τα δεξιά όπου Α και Β αντιδρούν και δίνουν 
C και D, και µια αντίστροφη αντίδραση όπου τα προϊόντα C και D αντιδρούν και δίνουν 
Α και Β (αµφίδροµη αντίδραση), λf είναι ο συντελεστής ρυθµού αντίδρασης προς τα 
δεξιά και λr είναι ο συντελεστής ρυθµού αντίδρασης προς τ’ αριστερά. Ο ρυθµός κα-
τανάλωσης/παραγωγής του συστατικού Α για την παραπάνω γενικευµένη αντίδραση 
είναι: 
 

                                     
RA  = λr C⎡⎣ ⎤

⎦
c

D⎡⎣ ⎤
⎦

d
− λ f A⎡⎣ ⎤

⎦
a

B⎡⎣ ⎤
⎦

b
                               (4.47) 

 
όπου και οι αγκύλες συµβολίζουν γραµµοµοριακή συγκέντρωση. Ο ρυθµός RA αντι-
στοιχεί σε οµογενείς αντιδράσεις και αναφέρεται στη µονάδα όγκου: 
 

                                                
RA    M

L3t

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥                                            (4.48) 

 
Οι µονάδες των συντελεστών λf και λr εξαρτώνται από την τάξη της αντίδρασης. Η 
συνολική τάξη µιας κινητικής αντίδρασης βρίσκεται από το άθροισµα των εκθετών 
στους οποίους είναι υψωµένες οι συγκεντρώσεις. Για αντίδραση µηδενικής τάξης (α-
ντίδραση ανεξάρτητη από τη συγκέντρωση των αντιδρώντων) η σταθερά λ0 έχει µο-
νάδες [Μ/L3t], πρώτης τάξης (αντίδραση εξαρτώµενη από µία συγκέντρωση) η στα-
θερά λ1 έχει µονάδες [1/t], και δεύτερης τάξης (αντίδραση εξαρτώµενη από το τε-
τράγωνο της συγκέντρωσης ή το γινόµενο δύο συγκεντρώσεων) η σταθερά λ2 έχει 
µονάδες [L3/Μ⋅t]. Στην περίπτωση οµογενούς αντίδρασης, αν οι εκθέτες a=b=c=d=1, 
τότε λf=λr=λ2 δηλαδή η αντίδραση είναι δεύτερης τάξης µε µονάδες [L3/Μ⋅t].  
 
Χηµική ισορροπία οµογενούς αντίδρασης επέρχεται µόνον όταν η ταχύτητα της αντί-
δρασης προς τα δεξιά, uf [M/L3t], ισούται µε την ταχύτητα της αντίστροφης αντίδρα-
σης προς τ’ αριστερά, ur [M/L3t].  Δηλαδή, όταν δηµιουργηθεί χηµική ισορροπία, τότε 
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οι συγκεντρώσεις των αντιδρώντων και των προϊόντων δεν µεταβάλλονται πλέον µε 
την πάροδο του χρόνου. Έχει παρατηρηθεί ότι, σε σταθερά θερµοκρασία, η συνθήκη η 
οποία εκπληρώνεται στη θέση χηµικής ισορροπίας είναι (Brady and Humiston, 1975):  
 

                                                  K
eq

 = 
C⎡⎣
⎤
⎦
c

D⎡⎣
⎤
⎦
d

A⎡⎣
⎤
⎦
a

B⎡⎣
⎤
⎦
b
                                  (4.49) 

 
όπου Κeq [-] είναι η σταθερά ισορροπίας. Η σταθερά ισορροπίας, Keq, ισούται µε το 
λόγο του γινοµένου των συγκεντρώσεων των προϊόντων ως προς το γινόµενο των 
συγκεντρώσεων των αντιδρώντων µε συγκεντρώσεις υψωµένες σε δύναµη ίση µε 
τον αντίστοιχο συντελεστή της στοιχειοµετρικής χηµικής εξίσωσης. Η συνθήκη αυτή 
είναι γνωστή ως νόµος δράσης των µαζών (law of mass action). Όταν η τιµή της Keq 
είναι µικρή, τότε το µίγµα ισορροπίας περιέχει κατά το πλείστο αντιδρώντα. Όταν η 
τιµή της Keq είναι µεγάλη, τότε το µίγµα ισορροπίας αποτελείται κυρίως από προϊόντα. 
Όταν η τιµή της Keq είναι περίπου 1, τότε το µίγµα ισορροπίας αποτελείται από αξιό-
λογες ποσότητες και προϊόντων και αντιδρώντων.  

 
Εάν µια οµογενής αντίδραση δεν βρίσκεται σε ισορροπία, η αντίδραση θα πάει προς 
τα δεξιά ή προς τ’ αριστερά. Η ταχύτητα της αντίδρασης προς τα δεξιά δίνεται από τη 
σχέση (Ebbing and Gammon, 1999): 
 

                                           uf  = λ f A⎡⎣ ⎤
⎦t

α
B⎡⎣ ⎤
⎦t

β
                                  (4.50) 

 
και η ταχύτητα της αντίδρασης προς τ’ αριστερά δίνεται από τη σχέση: 
 

                                                    ur  = λr C⎡⎣ ⎤
⎦t

γ
D⎡⎣ ⎤
⎦t

δ
                                        (4.51) 

 
Οι τιµές των συγκεντρώσεων στις εξισώσεις (4.50) και (4.51) δεν είναι κατ’ ανάγκη 
αυτές της ισορροπίας και διαφοροποιούνται µε τον κάτω δείκτη t, ο οποίος υποδη-
λώνει µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή. Οι εκθέτες α, β, γ και δ δεν είναι πάντα ακέ-
ραιοι, προσδιορίζονται πειραµατικά και δεν µπορούν να προκύψουν από τη στοιχειο-
µετρική χηµική εξίσωση. Στη θέση χηµικής ισορροπίας οι δύο ταχύτητες είναι ίσες 

(uf=ur) και λf
A⎡⎣
⎤
⎦t

α
B⎡⎣
⎤
⎦t

β
 = λ

r
C⎡⎣
⎤
⎦t

γ
D⎡⎣
⎤
⎦t

δ
. Οι συντελεστές ρυθµού αντίδρασης λf, και λr ε-

ξαρτώνται από τη θερµοκρασία αλλά όχι από τις διάφορες συγκεντρώσεις των αντι-
δρώντων και προϊόντων. Οι παραπάνω εξισώσεις για τις ταχύτητες uf και ur ονοµάζο-
νται γενικά κινητικές εξισώσεις ή νόµοι ταχύτητας. Εποµένως, ο νόµος ταχύτητας 
µιας αντίδρασης συνδέει την ταχύτητα αντίδρασης µε τις διάφορες συγκεντρώσεις 
των αντιδρώντων υψωµένες σε πειραµατικά προσδιορισµένες δυνάµεις. Όταν µια α-
ντίδραση βρίσκεται σε χηµική ισορροπία, οι εκθέτες των εξισώσεων (4.49)-(4.51) 
συσχετίζονται ως εξής: a=α, b=β, c=γ και d=δ. Η σταθερά ισορροπίας µπορεί να εκ-
φρασθεί και µε το λόγο των συντελεστών ρυθµού αντίδρασης ως εξής: 
 

                                                        K
eq

 = 
λ

f

λ
r

                                            (4.52) 

 
Όταν η διεργασία αποµακρύνεται από την ισορροπία ο ένας συντελεστής ρυθµού α-
ντίδρασης γίνεται πολύ µεγαλύτερος από τον άλλο. Εάν λf >> λr τότε  Keq →∞  και η 

οµογενής αντίδραση δεν επηρεάζεται από τη συγκέντρωση των προϊόντων:  
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RA  = − λf A[ ]a B[ ]b                                        (4.53) 

 
δηλαδή η οµογενής αντίδραση είναι µη αντιστρεπτή. Επιπλέον, αν το αντιδρών Β βρί-
σκεται σε περίσσεια και η συγκέντρωσή του δεν µεταβάλλεται σηµαντικά κατά τη δι-

άρκεια της οµογενούς αντίδρασης, τότε λf B⎡⎣ ⎤⎦
b
= λ

f

• = λ1 και ο ρυθµός κατανάλωσης 

του συστατικού Α παίρνει τη µορφή:  
 

                                              
RA  = − λ1 B[ ]b                                          (4.54) 

 
όπου λ

f

• = λ1 είναι µια σταθερά. Δηλαδή η οµογενής αντίδραση είναι µη αντιστρεπτή 

πρώτης τάξης. 
 

4.6.2 Ετερογενείς αντιδράσεις 
Αντίστοιχα, για ετερογενείς αντιδράσεις ο ρυθµός κατανάλωσης/παραγωγής του συ-
στατικού Α για τη γενικευµένη αντίδραση (4.46) είναι  rA (σε αντίθεση µε το RA για τις 
οµογενείς αντιδράσεις) και αναφέρεται στη µονάδα επιφάνειας:  
 

                                                
rA    M

L2t

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥                                              (4.55) 

 
Επίσης, για µια ετερογενή αντίδραση σε ισορροπία ο ρυθµός κατανάλωσης του συ-
στατικού Α είναι σταθερός και ίσος µε το ρυθµό µε τον οποίο φτάνουν τα αντιδρώντα 
συστατικά µε διάχυση στη διεπιφάνεια:  
 

                                               
ΝA  = − rA                                             (4.56) 

 
Μια διεργασία ετερογενούς αντίδρασης είναι ελεγχόµενη είτε από την αντίδραση είτε 
από τη διάχυση. Όταν η αντίδραση είναι αργή σε σχέση µε τη διάχυση, η συγκέντρωση 
στη διεπιφάνεια προλαβαίνει να αποκατασταθεί, εποµένως η διεργασία είναι ελεγχό-
µενη από τη την αντίδραση. Όταν η αντίδραση είναι γρήγορη σε σχέση µε τη διάχυση, 
τα αντιδρώντα συστατικά καταναλώνονται αµέσως και η συγκέντρωση στη διεπιφά-
νεια είναι σχεδόν µηδέν.  
 

4.6.3 Στοιχειοµετρία αντίδρασης και ρυθµός µεταφοράς 
γραµµοµορίων 
Για µια µονόδροµη αντίδραση της µορφής: 
 
                                                         aA →  cC                                            (4.57) 

από την στοιχειοµετρία της αντίδρασης (4.57) προκύπτει ότι για κάθε a mol του Α 
που καταναλώνονται παράγονται c mol του C. Εποµένως, για το λόγο του αριθµού 
των γραµµοµορίων του Α που καταναλώνονται (nA  [mol]) ως προς τον αριθµό των 
γραµµοµορίων του C που παράγονται (nC [mol]) ισχύει η σχέση: 

                                         
n

A

n
C

= a
c
⇒

m
A
/ M.B.( )

A

m
C
/ M.B.( )

C

= a
c

                                   

(4.58) 

Με βάση την αρχή της διατήρησης της µάζας, δηλαδή όση µάζα καταναλώνεται από 
το αντιδρών Α µετασχηµατίζεται ως προϊόν C, ισχύει η σχέση: 
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                                                       m
A
= m

C
                                               (4.59) 

 
και η εξίσωση (4.58) απλουστεύει ως εξής: 
 

                                      
M.B.( )

C

M.B.( )
A

= a
c

⇒ M.B.( )
C
= a
c

M.B.( )
A

                               

(4.60) 

Επίσης από την αρχή της διατήρησης της µάζας ισχύει ότι: 
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                                                ⇒ 1
a

dn
A

dt
= − 1

c

dn
C

dt
                                        

(4.61) 
 

Για την περίπτωση που η αντίδραση (4.57) είναι ετερογενής (στην επιφάνεια καταλύ-

τη), αν ο όρος dn
i
/ dt  [M/t] διαιρεθεί µε τη στοιχειώδη επιφάνεια S [L2] θα είναι α-

νάλογος του ρυθµού µεταφοράς γραµµοµορίων Νi [M/L2t]. Ο καταλύτης απλά επιτα-
χύνει το ρυθµό αντίδρασης του Α στο C, δίχως κάποια άλλη αλλαγή στην αντίδραση. 
Δηλαδή τα µόρια του Α διαχέονται στην επιφάνεια του καταλύτη. Σε συνθήκες µόνι-
µης κατάστασης, για κάθε a γραµµοµόρια του Α που φθάνουν την επιφάνεια του κα-
ταλύτη (θετική κατεύθυνση) c γραµµοµόρια του C αποµακρύνονται από την επιφάνεια 
του καταλύτη (αρνητική κατεύθυνση). Άρα, ο ρυθµός διάχυσης του C είναι c/a φορές 
του ρυθµού διάχυσης του Α. Εποµένως η παραπάνω εξίσωση τροποποιείται ως εξής: 
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4.7 Διάχυση µε στιγµ ιαία ετερογενή αντίδραση 
 
Εξετάζουµε την περίπτωση καταλυτικού αντιδραστήρα (βλέπε Σχήµα 4.11) στον ο-
ποίο εισέρχεται αέριο Α και παράγεται αέριο Β βάσει της µη αντιστρεπτής και στιγµιαί-
ας (ακαριαίας) χηµικής αντίδρασης πρώτης τάξης:  
 

                                                
Α →  Β                                              (4.63) 
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Σχήµα 4.11: Καταλυτικός αντιδραστήρας. 
 

Θεωρούµε ότι κάθε καταλυτικό σωµατίδιο µέσα στον αντιδραστήρα περιβάλλεται από 
ένα ακίνητο λεπτό στρώµα αέριου, διαµέσου του οποίου διαχέεται το αέριο Α για να 
µπορέσει να φτάσει την επιφάνεια του καταλύτη. Εποµένως, µπορούµε να χρησιµο-
ποιήσουµε ένα απλουστευµένο µοντέλο του υµένα όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 
4.12. Ο υµένας έχει πάχος δ, το αέριο Α διαχέεται διαµέσου του υµένα φτάνει στην 
επιφάνεια του καταλύτη όπου αντιδρά και παράγεται το αέριο Β, το οποίο αποµακρύ-

νεται επίσης µε διάχυση. H συγκέντρωση του Α στην καταλυτική επιφάνεια είναι c
As

 

και είναι η συγκέντρωση του Α πάνω από τον υµένα είναι c
A∞

. 

 

 
 

 
Σχήµα 4.12: Απλοποιηµένο µοντέλο του υµένα για τη µεταφορά µάζας στην επιφά-
νεια του καταλύτη.  
 
Από τη στοιχειοµετρία της χηµικής αντίδρασης (4.63) παρατηρούµε ότι για κάθε 
γραµµοµόριο του αντιδρώντος Α που διαχέεται προς την επιφάνεια του καταλύτη 
(θετική κατεύθυνση του άξονα z), ένα γραµµοµόριο του προϊόντος Β διαχέεται προς 
την αρνητική κατεύθυνση του άξονα z. Εποµένως, υπάρχει ισογραµµοµοριακή αντιδι-
άχυση όπου ο ρυθµός µεταφοράς γραµµοµορίων του Α, είναι ίσος και σε αντίθετη κα-
τεύθυνση από το ρυθµό µεταφοράς των γραµµοµορίων του Β  (ΝΑ=-ΝΒ). Επίσης, η 
µέση ταχύτητα του µίγµατος είναι µηδέν, uM=0. Εποµένως, η σχέση για το ρυθµό µε-
ταφοράς γραµµοµορίων του Α τροποποιείται ως εξής: 
 

                                                      

Ν
Α
= J

A
M + c

A
uM= J

A
M + c

A
0( )  

                 J
A
M  = −DAB

dcA

dz

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

 ⇒  Ν
Α
= J

A
M= −DAB

dcA

dz
 

 



 

 

223 

⇒ Ν
Α

dz
0

δ

∫  = −DAB dcA
cA∞

cAs

∫ ⇒ Ν
Α
δ = −DAB cAs

− cA∞( )  

 

                                               
⇒ Ν

Α
 =
DAB

δ
cA∞

− cAs
( )                                     (4.64) 

 
Παράδειγµα 4.5 

Στην επιφάνεια ενός κυλινδρικού καταλύτη µε ακτίνα r1 (βλέπε Σχήµα Π4.5) συµβαίνει 
η αντίδραση Α→3Β, ακαριαία και µη αντιστρεπτά. Το αντιδρών Α διαχέεται προς την 
επιφάνεια του καταλύτη µέσω µιας στιβάδας διάχυσης µε πάχος δ και το προϊόν Β δι-
αχέεται µακριά από την επιφάνεια του καταλύτη. Να βρεθεί η σχέση που περιγράφει 
το ρυθµό µεταφοράς του Α. Θεωρείστε ότι στο r=r1, cA=cAs=0 και cΒ=cΒs, ενώ στο 
r=r1+δ, cA=cA∞ και cΒ=cΒ∞. 
 
 

 
 
Σχήµα Π4.5: Σωµατίδιο κυλινδρικού καταλύτη, µοντέλο του υµένα για τη µεταφορά 
µάζας στην επιφάνεια του καταλύτη και ισοζύγιο µάζας του Α µέσα στον υµένα. Η α-
κτίνα του καταλύτη είναι r1, το µήκος του καταλύτη L, η κυλινδρική επιφάνεια 
S=2πr1L, το πάχος του υµένα δ και ο όγκος ελέγχου µεταξύ r1 και r1+δ. Η συγκέ-
ντρωση των Α και Β στην επιφάνεια του καταλύτη είναι c

Αs  
και c

Βs
, αντίστοιχα, ενώ η 

συγκέντρωση των Α και Β έξω από τον υµένα είναι c
Α∞

 
 
και c

Β∞
, αντίστοιχα. 

 
Λύση : 
 



 

 

224 

Θεωρούµε ότι κάθε καταλυτικό σωµατίδιο περιβάλλεται από ένα ακίνητο λεπτό στρώ-
µα αέριου, διαµέσου του οποίου διαχέεται το αντιδρών Α για να µπορέσει να φτάσει 
την επιφάνεια του καταλύτη. Βάσει του µοντέλου του υµένα, όπως απεικονίζεται στο 
Σχήµα Π4.5, οι διεργασίες οι οποίες λαµβάνουν χώρα στον όγκο ελέγχου του συστή-
µατος (µεταξύ r1 και r1+δ) είναι τρεις: (1) διάχυση του αντιδρώντος Α στην επιφάνεια 
του καταλύτη, (2) καταλυτική αντίδραση και (3) διάχυση του προϊόντος Β.  Επίσης, οι 
οριακές συνθήκες είναι: 
 

                                        
r = r1 :     c

A
= cAs

= 0,   c
B
= cBs

                                   (Π1)
 

 

                                        
r = r1 + δ :     c

A
= cA∞

,   c
B
= cB∞

                                    (Π2) 

 
Σε συνθήκες µόνιµης κατάστασης, βάσει του Σχήµατος Π4.5, το ισοζύγιο µάζας για το 
αντιδρών Α δίνεται από τη σχέση:  
 

 
Ν

Α
S( )

εισροή
− Ν

Α
S( )

εκροή
+ 0 = 0

 
 

                                    
⇒ Ν

Α
S( )

z1
= Ν

Α
S( )

z2
= σταθερό = Ν

Α
S                                

 
όπου S=2πrL [L2] είναι η επιφάνεια του όγκου ελέγχου διαµέσου της οποίας µεταφέ-
ρεται το συστατικό Α. Επίσης, σταθερός είναι και ο συνολικός ρυθµός µεταφοράς µά-
ζας WA [M/t]: 

 
 

                                      
W

A
= Ν

Α
S = Ν

Α
2πrL( ) = σταθερό    

 

Εποµένως, το γινόµενο rNA είναι σταθερό για κάθε r (Ν
Α
r = σταθερό,  ∀r ). Βάσει των 

εξισώσεων (1.49), (4.3) και (4.62) για την ετερογενή µονόδροµη αντίδραση Α→3Β 
προκύπτει: 
 

N
A
= J

Α
Μ + c

A
uM

J
Α
Μ = −D

AB

dc
A

dr

uM = 1
c

N
i

i=1

k

∑

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⇒
N

A
= −D

AB

dc
A

dr
+
c
A

c
N

A
+ N

B( )
N

A
= − 1

3
N

B

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

 

 

                                          ⇒ NA = −DAB

dcA
dr

+
cA
c

NA − 3NA( )                                 

 

                                                ⇒ NA = −DAB

dcA
dr

−
cA
c
2NA                                            

 
Πολλαπλασιάζοντας µε r1, αναγνωρίζοντας ότι το γινόµενο r1NA είναι µια σταθερά, 
χωρίζοντας µεταβλητές και ολοκληρώνοντας χρησιµοποιώντας όρια που επιβάλλουν 
οι οριακές συνθήκες (Π1) και (Π2), προκύπτει η σχέση που περιγράφει το ρυθµό µε-
ταφοράς του Α:   
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⇒ r1NA 1+
2cA
c

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −r1DAB

dcA
dr

⇒ r1NA

σταθερά
!

dr
r

r1

r1+δ

∫ = −DAB
1

1+ 2 / c( )cA

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
dcA

0

cA∞

∫  

 

⇒ r1NA( ) ln r( )
r1

r1+δ

= −
c
2
DAB ln 1+

2c
A

c

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
0

cA∞

 

 

⇒ r1NA( ) ln r1 + δ

r1

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

c
2
DAB ln 1+

2c
A∞

c

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
 

 

⇒ NA = −
cDAB

2r1 ln r1 + δ( ) / r1⎡
⎣

⎤
⎦

ln 1+
2c

A∞

c

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
     •  

 
Παράδειγµα 4.6 

Στην επιφάνεια ενός σφαιρικού καταλύτη µε ακτίνα r1 (βλέπε Σχήµα Π4.6) συµβαίνει η 
αντίδραση Α→3Β, ακαριαία και µη αντιστρεπτά. Το αντιδρών Α διαχέεται προς την ε-
πιφάνεια του καταλύτη µέσω µιας στιβάδας διάχυσης µε πάχος δ και το προϊόν Β δια-
χέεται µακριά από την επιφάνεια του καταλύτη. Να βρεθεί η σχέση που περιγράφει το 
ρυθµό µεταφοράς του Α. Θεωρείστε ότι στο r=r1, cA=cAs=0 και cΒ=cΒs, ενώ στο r=r1+δ, 
cA=cA∞ και cΒ=cΒ∞. 
 

 
 
Σχήµα Π4.6: Σωµατίδιο σφαιρικού καταλύτη, λεπτός υµένας και ισοζύγιο µάζας του 
Α µέσα στον υµένα.  
 
Λύση : 
 
Οι οριακές συνθήκες για το καταλυτικό σύστηµα είναι: 
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r = r1 :     c

A
= cAs

= 0,   c
B
= cBs

                                   (Π1)
 

 

                                        
r = r1 + δ :     c

A
= cA∞

,   c
B
= cB∞

                                    (Π2) 

 
Σε συνθήκες µόνιµης κατάστασης, βάσει του Σχήµατος Π4.6, το ισοζύγιο µάζας για το 
αντιδρών Α δίνεται από τη σχέση:  
 

 
Ν

Α
S( )

εισροή
− Ν

Α
S( )

εκροή
+ 0 = 0

 
 

                                    ⇒ Ν
Α
S( )

r
= Ν

Α
S( )

r+Δr
= σταθερό = Ν

Α
S                                

 
όπου S=4πr2 [L2] είναι η επιφάνεια του όγκου ελέγχου διαµέσου της οποίας µεταφέ-
ρεται το συστατικό Α. Επίσης, σταθερός είναι και ο συνολικός ρυθµός µεταφοράς µά-
ζας WA [M/t]: 

 
 

                                      
W

A
= Ν

Α
S = Ν

Α
4πr2( ) = σταθερό    

 

Εποµένως, το γινόµενο r2NA είναι σταθερό για κάθε r (Ν
Α
r2 = σταθερό,  ∀r ). Βάσει των 

εξισώσεων (1.49), (4.3) και (4.62) για την ετερογενή µονόδροµη αντίδραση Α→3Β 
προκύπτει: 
 

N
A
= J

Α
Μ + c

A
uM

J
Α
Μ = −D

AB

dc
A

dr

uM = 1
c

N
i

i=1

k

∑

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⇒
N

A
= −D

AB

dc
A

dr
+
c
A

c
N

A
+ N

B( )
N

A
= − 1

3
N

B

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

 

 

                                          ⇒ NA = −DAB

dcA
dr

+
cA
c

NA − 3NA( )                                 

 

                                                ⇒ NA = −DAB

dcA
dr

−
cA
c
2NA                                            

 

Πολλαπλασιάζοντας µε r1
2 , αναγνωρίζοντας ότι το γινόµενο r1

2NA  είναι µια σταθερά, 

χωρίζοντας µεταβλητές και ολοκληρώνοντας χρησιµοποιώντας όρια που επιβάλλουν 
οι οριακές συνθήκες (Π1) και (Π2), προκύπτει η σχέση που περιγράφει το ρυθµό µε-
ταφοράς του Α:   

 

⇒ r1
2NA 1+

2cA
c

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −r1

2DAB

dcA
dr

⇒ r1
2NA

σταθερά
!

dr
r2

r1

r1+δ

∫ = −DAB
1

1+ 2cA / c( )
⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
dcA

0

cA∞

∫  

 

⇒ r1
2NA( ) − 1r

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟
r1

r1+δ

= −
c
2
DAB ln 1+

2c
A

c

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
0

cA∞
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⇒ r1
2NA( ) − 1

r1 + δ
+
1
r1

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

c
2
DAB ln 1+

2c
A∞

c

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
 

 

⇒ r1
2NA( ) δ

r1 r1 + δ( )
⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
= −

c
2
DAB ln 1+

2c
A∞

c

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
 

   

⇒ NA = −
cDABr1 r1 + δ( )

2r1
2δ

ln 1+
2c

A∞

c

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
     •  

 
 

                    

4.8 Διάχυση µε αργή ετερογενή αντίδραση 
 
Επανεξετάζουµε την περίπτωση του καταλυτικού αντιδραστήρα που απεικονίζεται στο 
Σχήµα 4.10, αλλά αντί για ακαριαία και µη αντιστρεπτή αντίδραση λαµβάνει χώρα µια 
πρώτης τάξης, ετερογενής αντίδραση ο οποία έχει ρυθµό κατανάλωσης του Α: 
   

                                             rA= − λ1cA                                              (4.65) 

 
Σε συνθήκες µόνιµης κατάστασης (ισορροπίας) ο ρυθµός κατανάλωσης του συστατι-
κού Α είναι σταθερός και ίσος µε το ρυθµό µε τον οποίο φτάνει το συστατικό Α µε δι-
άχυση στην επιφάνεια του καταλύτη:  
 

                                                            
ΝA  = − rA                                                              (4.66) 

 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.65) και (4.66) και χρησιµοποιώντας την εξίσωση 
(4.64) προκύπτει:  
 

cAs
= 

Ν
Α

λ1

Ν
Α

 =
DAB

δ
cA∞

− cAs
( )  

⎫

⎬

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

 ⇒  Ν
Α

 =
DAB

δ
cA∞

−
Ν

Α

λ1

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟  

 

⇒ Ν
Α

1+
DAB

λ1δ

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟  =

DAB

δ
cA∞  

 

                                                
⇒ Ν

Α
 =

DABλ1

λ1δ +DAB

cA∞

                                     (4.67) 

 
Αν η αντίδραση είναι γρήγορη σε σχέση µε τη διάχυση ( λ1 >>DAB ), τότε η διεργασία 

ελέγχεται από τη διάχυση και η σχέση (4.67) για το ρυθµό µεταφοράς γραµµοµορίων 
του Α τροποποιείται ως εξής:

  
 

                                                
Ν

Α
 ≅  

DAB

δ
cA∞

                                             (4.68)     
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Αν η αντίδραση είναι αργή σε σχέση µε τη διάχυση ( λ1 <<DAB ), τότε η διεργασία ε-

λέγχεται από την αντίδραση και η σχέση (4.67) για το ρυθµό µεταφοράς γραµµοµο-
ρίων του Α απλουστεύει ως εξής:

  
 

                                                  
Ν

Α
 ≅  λ1cA∞

                                                (4.69)                        

                    
Παράδειγµα 4.7 

Στις επιφάνειες σωµατιδίων καταλύτη µε σχήµα κυλινδρικών ράβδων διαµέτρου d [L], 
πραγµατοποιείται η αµφίδροµη αντίδραση:  
 

                                            
Α λf

λr

! ⇀!!↽ !!!  Β                                                   (Π1) 

µε κινητική:  
 

                                       
rA  = λr B[ ]− λf A[ ]                                               (Π2) 

 
όπου το αντιδρών Α καθώς και το προϊόν Β είναι αέρια και η διάχυσή τους γίνεται µέ-
σω ακίνητου αέριου στρώµατος πάχους δ. Να βρεθεί ο συνολικός ρυθµός µεταφοράς 
του αερίου Α, WA [mol A/s]. Θεωρείστε ότι P=1 bar, T=300 °C, L=1 cm, 

D
A,µίγ

=D
Β,µίγ

= 2 ×10−5  m2/s, d=5 mm, δ=1 mm, 
 
c

A∞
= 0,2  mol A/m3, c

B∞
= 0,02  mol 

B/m3,  λf
/ λ

r
= 5 , λ

f
= 0,1 m/s. 

 
Λύση : 
 
Θεωρούµε ότι κάθε καταλυτικό σωµατίδιο περιβάλλεται από ένα ακίνητο λεπτό στρώ-
µα αέριου, διαµέσου του οποίου διαχέεται το αέριο Α για να µπορέσει να φτάσει την 
επιφάνεια του καταλύτη. Οι οριακές συνθήκες είναι: 
 

                                           
r = r1 :     c

A
= cAs

,   c
B
= cBs

                                      

(Π3)
  

                                        
r = r1 + δ :     c

A
= cA∞

,   c
B
= cB∞

                                    (Π4) 

 
Σε συνθήκες µόνιµης κατάστασης, ο συνολικός ρυθµός µεταφοράς µάζας WA [M/t] 
είναι σταθερός: 

 
 

                                             
W

A
= Ν

Α
S = σταθερό                                           (Π5) 

 
όπου S=2πrL [L2] είναι η επιφάνεια του όγκου ελέγχου διαµέσου της οποίας µεταφέ-
ρεται το συστατικό Α. Από τη στοιχειοµετρία της χηµικής αντίδρασης (Π1) και βάσει 
της εξίσωσης (4.62) παρατηρούµε ότι υπάρχει ισογραµµοµοριακή αντιδιάχυση, δηλα-
δή ο ρυθµός µεταφοράς γραµµοµορίων του Α, είναι ίσος και σε αντίθετη κατεύθυνση 
από το ρυθµό µεταφοράς των γραµµοµορίων του Β  (ΝΑ=-ΝΒ). Κατ’ επέκταση, η µέση 
ταχύτητα του µίγµατος είναι µηδέν, uM=0. Εποµένως, η σχέση για το ρυθµό µεταφο-
ράς γραµµοµορίων του Α τροποποιείται ως εξής: 

                                                      

  

Ν
Α
= J

A
M + c

A
uM= J

A
M + c

A
0( )  

                J
A
M  = −D

Α,µίγ

dcA

dr

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

 ⇒  ΝΑ
= J

A
M= −D

Α,µίγ

dcA

dr
                W

A
 = N

A
S

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪
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⇒ W
Α

dr
S

r1

r1+δ

∫  = −D
Α,µίγ

dcA
cAσ

cA∞

∫ ⇒ W
Α

dr
2πrL

r1

r1+δ

∫  = −D
Α,µίγ

cA∞
− cAs

( )
 

 

⇒
W

Α

2πL
lnr

r1

r1+δ

= −D
Α,µίγ

cA∞
− cAs

( )  
 

                                        

⇒ W
Α
= −2πL

ln
r1 + δ

r1

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

D
Α,µίγ

cA∞
− cAs

( )
  

                               (Π6)
 

                                        
 

Βάσει του ορισµού του λογαριθµικού µέσου (4.29) για το Slm, προκύπτει: 
 

                          

S
lm
=

S2 − S1

ln S2 / S1
⎡
⎣

⎤
⎦
=

2π r1 + δ( )L − 2πr1L
ln 2π r1 + δ( )L / 2πr1L
⎡
⎣

⎤
⎦

=
2πLδ

ln r1 + δ( ) / r1⎡
⎣

⎤
⎦

              (Π7) 

 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (Π5) και (Π6) βρίσκεται: 
 

                                                  

  
W

Α
= −

D
Α,µίγ

S
lm

δ
cA∞

− cAs
( )                                 (Π8)  

 
Παροµοίως, σε συνθήκες µόνιµης κατάστασης, αρχίζοντας µε το ισοζύγιο µάζας για 
το προϊόν Β και ακολουθώντας την ίδια βήµατα προκύπτει:  
 

                                                 

  
W

B
= +

D
Β,µίγ

S
lm

δ
c

Bs
− c

B∞
( )                                  (Π9)  

 
Σε µόνιµη κατάσταση ισχύει η σχέση:  
 

                                                     

−W
A
=r

A
S1 = +WB

                                        (Π10)  

 
Αντικατάσταση των εξισώσεων (Π2), (Π8) και (Π9) στην (Π10) δίνει:  
 

D
Α,µίγ

S
lm

δ
c
A∞

− c
As

( )= λ
r
B⎡⎣
⎤
⎦ − λ

f
A⎡⎣
⎤
⎦{ }S1 =

D
Β,µίγ

S
lm

δ
c
Bs
− c

B∞( )  

 

                                ⇒
c
A∞

− c
As

R
A

= λ
r
B⎡⎣
⎤
⎦ − λ

f
A⎡⎣
⎤
⎦{ }S1 =

c
Bs
− c

B∞

R
B

                         (Π11) 

 
όπου 
 

                                                    

R
A
=

δ
D

Α,µίγ
S

lm

                                            (Π12) 
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R

B
= δ

D
B,µίγ

S
lm

                                             (Π13)  

 
Λύνοντας την (Π11) ως προς c

Αs  
και c

Βs  
βρίσκονται οι σχέσεις: 

 

                              

c
As
= −

c
Bs
− c

B∞

λ
f
S1RB

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
+
λ

r

λ
f

c
Bs

                                  (Π14) 

 

                                             

c
Bs
=
c
A∞

− c
As

λ
r
S1RA

+
λ

f

λ
r

c
As

                                      (Π15) 

 
Αντικαθιστώντας την (Π15) στην (Π14) προκύπτει: 
 

 

c
Αs

=
− c

As
− c

A∞
( )

λ
r
S1RA( ) λ

f
S1RB( ) −

c
As

λ
r
S1RB

+
c

B∞

λ
f
S1RB

+
c

A∞
− c

As

λ
f
S1RA

+ c
Αs

  

 

 

⇒ c
Αs

1
λ

r
S

1
R

B

+
1

λ
r
S

1
R

A( ) λ
f
S

1
R

B( )+
1

λ
f
S

1
R

A

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

c
A∞

λ
r
S

1
R

A( ) λ
f
S

1
R

B( )+
c

B∞

λ
f
S

1
R

B

+
c

A∞

λ
f
S

1
R

A

 

 

 

⇒ c
Αs

1+λ
f
S

1
R

A
+ λ

r
S

1
R

B

λ
f
S

1
R

A( ) λ
r
S

1
R

B( )
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

c
A∞
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f
S

1
R

A

1+ 1
λ

r
S

1
R

B

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+

c
B∞

λ
f
S

1
R

B
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c
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λ
f
S

1
R

A
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r
S

1
R

B

λ
r
S

1
R

B

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+

λ
r
/ λ

f( )cB∞

λ
r
S

1
R

B

 

 

⇒ c
Αs

=
c

A∞
1+ λ

r
S

1
R

B( )
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f
S

1
R

A
+ λ

f
S

1
R

B

+
λ

r
/ λ

f( )cB∞
λ

f
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1
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1
R

A
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f
S

1
R
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                                           W
A
= −

c
A∞

− c
As

( )
R

A

 

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

 ⇒  

 

 

⇒ W
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c
A∞

R
A

1−
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r
S

1
R

B

1+ λ
f
S

1
R

A
+ λ

r
S

1
R

B

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
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r
/ λ

f( )cB∞
λ
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S
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S
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A
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c
A∞

R
A

λ
f
S

1
R

Α

1+ λ
f
S

1
R

A
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r
S

1
R

B

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+

λ
r
/ λ

f( )cB∞

1/ λ
f
S

1( ) + R
A
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r
/ λ
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⇒ W
A
=

λ
r
/ λ

f( )cB∞
− c

A∞

1/ λ
f
S

1( ) + R
A
+ λ

r
/ λ

f( )RB

 

 

                                            

⇒ W
A
=

λ
r
c

B∞
− λ

f
c

A∞

1/ S
1( ) + λ

f
R

A
+ λ

r
R

B

                                 (Π16)
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Η αριθµητική τιµή του συνολικού ρυθµού µεταφοράς του αερίου Α, WA [mol A/s], 
µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας τις τιµές των παραµέτρων στην εξίσωση 
(Π16), ως εξής:  

 

 

λ
f

λ
r

= 5

λ
f
= 0,1 m

s
 

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒  λ
r
= 0,02 

m
s

    

 

 
S

1
= 2πr

1
L = 2π

5 mm
2

× m
1000 mm

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
1 cm × m

100 cm

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=1,57 ×10−4  m2

 
 

S
lm

= 2πLδ
ln r1 + δ( ) / r1⎡
⎣

⎤
⎦
=

2π 0,01 m( ) 0,001 m( )
ln

0,005 / 2 + 0,001
0,005 / 2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

= 1,87 × 10−4 m2

 

 

  

R
A
= R

B
= δ

D
Α,µίγ

S
lm

= 0,001 m

2 × 10−5 m2 / s( ) 1,87 × 10−4 m2( ) =  2,67 × 105  s
m3

 

 

 

W
A
=

λ
r
c

B∞
− λ

f
c

A∞

1/ S
1( ) + λ

f
R

A
+ λ

r
R

B

=
0,02 m/s( ) 0,02 mol/m3( ) − 0,1 m/s( ) 0,2 mol/m3( )

1/1,57 ×10−4  m2( ) + 2,67 ×105  s/m3 0,1 m/s + 0,02 m/s( )  

 

 
⇒  W

A
= −5,1×10−7  

mol A
s

       •

 
 
Το αρνητικό πρόσηµο σηµαίνει ότι το αέριο Α κινείται ακτινικά σε αντίθετη κατεύθυν-
ση, δηλαδή προς τον καταλύτη.   

 
 
 

4.9 Διάχυση µε οµογενή χηµ ική αντίδραση 
 
Εξετάζουµε την περίπτωση όπου µέσα σε ένα δοχείο βρίσκεται ένα υγρό Β, πάνω 
από το οποίο υπάρχει ένα αέριο Α, το οποίο είναι διαλυτό στο Β (βλέπε Σχήµα 4.13). 
Το αέριο Α διαλύεται και διαχέεται στην υγρή φάση και ταυτόχρονα αντιδρά µε το Β 
βάσει της παρακάτω οµογενούς, µη αντιστρεπτής αντίδρασης:  
 

                                             
 Α + Β→  ΑΒ                                           (4.70) 

 



 

 

232 

 
 

Σχήµα 4.13: Δοχείο το οποίο περιέχει ένα υγρό Β και ένα αέριο Α. Το αέριο Α δια-
χέεται στην υγρή φάση και αντιδρά µε το υγρό Β. 
 
Το ισοζύγιο µάζας για το αέριο Α σε ένα στοιχειώδη όγκο ελέγχου σε συνθήκες µόνι-
µης κατάστασης δίνει:  
 

Εισροή – Εκροή + Αντίδραση = 0 
 
 

                                      
⇒  S ΝΑ( )z  −  S ΝΑ( )z+Δz  + RAV =  0                           (4.71) 

 
όπου S [L2] είναι η επιφάνεια του στοιχειώδους όγκου ελέγχου, V=SΔz [L3] είναι ο 
στοιχειώδης όγκος και RA [M/L3t] είναι o ρυθµός κατανάλωσης του συστατικού Α, ο 
οποίος βάσει της γενικευµένη αντίδρασης (4.66) και θεωρώντας ότι το B βρίσκεται 
σε περίσσεια δίνεται από τη σχέση: 
 

                                  
RA  = − λ f A⎡⎣ ⎤

⎦ B⎡⎣ ⎤
⎦= − λ1 A⎡⎣ ⎤

⎦= − λ1cA                           (4.72) 

 
 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.71) και (4.72), παίρνοντας το όριο lim  Δz → 0 

 
και 

χρησιµοποιώντας τον νόµο του Fick για σταθερό συντελεστή DAB  προκύπτει:  

 

−Δz  
NA( )z+Δz

− NA( )z

Δz

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
S − λ1cASΔz = 0  

 

  ⇒ dNA

dz
+λ1cA= 0

NA  = JA=−DAB

dcA

dz
 

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒−DAB

d2cA

dz2 +λ1cA= 0

 
 

⇒  
d2cA

dz2
−m2cA= 0

 
 

                                      ⇒  cA= Ω1e
−mz +Ω2e

+mz                                      (4.73) 

 
όπου Ω1 και Ω2 είναι σταθερές οι οποίες πρέπει να υπολογιστούν. Επίσης, και για µα-
θηµατική διευκόλυνση ορίσθηκε η εξής µεταβλητή: 
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m =

λ1

DAB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

                                          (4.74)  

 
Οι σταθερές Ω1 και Ω2 βρίσκονται από τις ακόλουθες οριακές συνθήκες:

  

 

                                           z=0:   cA= cAs
                                          (4.75)  

 

                                          z=L:   
dcA

dz
= 0                                           (4.76)  

 
H οριακή συνθήκη (4.75) υποδηλώνει ότι η συγκέντρωση του αέριου Α στην επιφά-
νεια του υγρού Β είναι σταθερή και ίση µε cAs  

και η συνθήκη (4.76) ότι το αέριο Α 

δεν διαχέεται διαµέσου του πυθµένα του δοχείου. Εφαρµόζοντας τις συνθήκες (4.75) 
και (4.76) στην (4.73) προκύπτουν οι σχέσεις:  
 

                                             cAs
= Ω1+Ω2                                             (4.77)

 
 

dcA

dz z=L

 = −mΩ1e
-mL+mΩ2e

+mL  ⇒  0 =−mΩ1e
-mL+mΩ2e

+mL

 
 

                                        ⇒  Ω1=Ω2

e+mL

e-mL                                              (4.78) 

 
Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.78) στην (4.77) προκύπτει η σταθερά Ω2: 

 

cAs
= Ω2

e+mL

e-mL +Ω2  = Ω2

e+mL

e-mL +1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 

 

                                        ⇒  Ω2=
cAs

e+mL

e-mL +1
                                            (4.79)  

 
Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.79) στην (4.78) προκύπτει η σταθερά Ω1: 

 

                            Ω1= cAs

e+mL

e-mL

e+mL

e-mL +1
 ⇒  Ω1= cAs

e+mL

e-mL +e+mL

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟                         (4.80)  
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Σχήµα 4.14: Συµπεριφορά της αναλυτικής λύσης (4.81) συναρτήσει του βάθους z 
[m] του υγρού Β στο δοχείο για διάφορες τιµές του λόγου λ1/DAB  [1/m2]. Εδώ L=0.2 

m. 
 
Έχοντας τις σταθερές Ω1 και Ω2 η αναλυτική λύση (4.73) διαµορφώνεται ως εξής: 

 

cA= cAs

e-mze+mL

e-mL + e+mL

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ cAs

e-mLe+mz

e-mL + e+mL

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 

                              cosh x=
ex + e−x

2

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒  
cA

cAs

= 
e+m L-z( )

2cosh mL
+ e−m L-z( )

2cosh mL  

 

                                        ⇒  
cA

cAs

= 
cosh  m L-z( )
cosh  mL

                                  (4.81) 

 
όπου το m ορίζεται από την εξίσωση (4.74). Η παραπάνω αναλυτική λύση περιγρά-
φει την κατανοµή της συγκέντρωσης του Α µέσα στην υγρή φάση συναρτήσει της συ-
ντεταγµένης z. Η συµπεριφορά της αναλυτικής λύσης (4.81) απεικονίζεται στο Σχήµα 
4.14, όπου ξεκάθαρα φαίνεται ότι η συγκέντρωση του διαχεόµενου αερίου Α µέσα 
στο υγρό Β αυξάνει µε την αύξηση του συντελεστή µοριακής διάχυσης (DAB ) και µε 

την ελάττωση του συντελεστή ρυθµού αντίδρασης (λ1). 
 

4.9.1 Μέση τιµή συγκέντρωσης  
Η µέση τιµή, cA , της συγκέντρωσης του Α στην υγρή φάση βρίσκεται ως εξής: 

 

cA

cAs

 =  

cA

cAs

dz
0

L

∫

dz
0

L

∫
 =  

cosh  m L −z( )
cosh  mL

dz
0

L

∫
L

 

         cosh a+bx( )dx∫  = 
1
b
sinh a+bx( )

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

 
 

 

⇒  
cA

cAs

 =  
1

L cosh mL

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1
−m

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟sinh mL −mz( )

0

L
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⇒  
cA

cAs

 =  
−1

mL cosh mL
sinh  0

0
!"# $# − sinh  mL
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
 

 
⇒  

cA

cAs

 =  
sinh  mL

mL cosh mL  
 

                                        
⇒  

cA

cAs

 =  
tanh mL

mL
                                     (4.82)

 
 
4.9.2 Απλουστευµένο µοντέλο διείσδυσης  
Αν θεωρήσουµε ότι το βάθος του δοχείου είναι µεγάλο και η αντίδραση του διαχεόµε-
νου αέριου Α µε το υγρό Β είναι πολύ γρήγορη, η συγκέντρωση του διαχεόµενου αέ-
ριου Α τείνει στο µηδέν (cA →0 ) σε βάθος δ, δηλαδή πριν φτάσει τον πυθµένα του 

δοχείου, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.15. Αυτή η προσέγγιση είναι ένα απλου-
στευµένο µοντέλο διείσδυσης όπου η οριακή συνθήκη του προβλήµατος (4.72) τρο-
ποποιείται ως εξής:

  

 

                                             z=δ:  cA= 0                                            (4.83)  

  
Εποµένως, οι σταθερές Ω1 και Ω2 στην εξίσωση (4.73) βρίσκονται από τις οριακές 
συνθήκες (4.75) και (4.83). Εφαρµόζοντας τη συνθήκη (4.83) στην (4.73) προκύ-
πτει η σχέση: 

  

                              0 = Ω1e
-mδ+Ω2e

+mδ  ⇒  Ω1=−Ω2

e+mδ

e-mδ
                            (4.84) 

 
Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.80) στην (4.73) προκύπτει η σταθερά Ω2: 

 

                               cAs
 = Ω2 1−

e+mδ

e-mδ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟⇒  Ω2=

cAs

1− e+mδ

e-mδ

                              (4.85)  

 

 
 

Σχήµα 4.15: Απεικόνιση απλουστευµένου µοντέλου διείσδυσης για αέριο Α το οποίο 
διαχέεται στην υγρή φάση και αντιδρά µε το υγρό Β. 

 
 

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.85) στην (4.84) προκύπτει η σταθερά Ω1: 
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                          Ω1= −cAs

e+mδ

e-mδ

1− e+mδ

e-mδ

 ⇒  Ω1= cAs

−e+mδ

e-mδ −e+mδ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟                          (4.86)  

 
Έχοντας τις σταθερές Ω1 και Ω2 η αναλυτική λύση (4.73) διαµορφώνεται ως εξής: 

 

cA= −cAs

e-mze+mδ

e-mδ −e+mδ
+cAs

e+mze-mδ

e-mδ −e+mδ
 

                        sinh  x=
ex −e−x

2

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒  
cA

cAs

= 
e+m δ-z( )

2sinh  mδ
−

e−m δ-z( )

2sinh  mδ  

 

                                        ⇒  
cA

cAs

= 
sinh  m δ-z( )
sinh  mδ

                                  (4.87) 

 
όπου το m ορίζεται από την εξίσωση (4.78). Η παραπάνω αναλυτική λύση περιγρά-
φει την κατανοµή της συγκέντρωσης του διαχεόµενου αέριου Α µέσα στο υγρό Β συ-
ναρτήσει της συντεταγµένης z, βάσει του µοντέλου διείσδυσης το οποίο θεωρεί ότι το 
µέγιστο βάθος διείσδυσης του αέριου Α είναι δ.  

 
Η συµπεριφορά της αναλυτικής λύσης του απλουστευµένου µοντέλου διείσδυσης 
(4.83) απεικονίζεται στο Σχήµα 4.16. Παρατηρούµε ότι η συγκέντρωση του διαχεόµε-
νου αερίου Α µέσα στο υγρό Β αυξάνει µε την αύξηση του συντελεστή µοριακής διά-

χυσης (DAB ) και µε την ελάττωση του συντελεστή ρυθµού αντίδρασης (λ1) και τείνει 

στο µηδέν στο z=δ. Επίσης, αν συγκριθούν οι δύο λύσεις (4.77) και (4.83), όπως στο 
Σχήµα 4.17, παρατηρούµε ότι οι δύο λύσεις συγκλίνουν καλύτερα όταν η αντίδραση 
του Α µε το Β είναι γρήγορη (µεγάλο λ1), ο συντελεστής µοριακής διάχυσης είναι µι-

κρός (µικρό DAB ), η απόσταση από τη διεπιφάνεια είναι µικρή (µικρό z), και το βάθος 

διείσδυσης είναι µεγάλο (µεγάλο δ).   
 

 
 

Σχήµα 4.16: Συµπεριφορά της αναλυτικής λύσης (4.83) συναρτήσει του βάθους του 

υγρού Β στο δοχείο για διάφορες τιµές του λόγου λ1/DAB  [1/m2]. Εδώ δ=0.15 m. 
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Σχήµα 4.17: Σύγκριση των αναλυτικών λύσεων (4.81) (συνεχείς καµπύλες) και 
(4.83) (διακεκοµµένες καµπύλες), συναρτήσει του βάθους z [m] του υγρού Β στο 

δοχείο για διαφορετικές τιµές του λόγου λ1/DAB  [1/m2] και: (α) δ=0.15 m και (β) 

δ=0.2 m.  
 
Παράδειγµα 4.8 

Ένα σύστηµα επεξεργασίας στερεών αποβλήτων βασίζεται στην αρχή της αερό-
βιας ζύµωσης για την αποσύνθεση οργανικής ύλης στα βασικά χηµικά συστατικά 
της. Τα βακτήρια που βρίσκονται εντός της οργανικής ύλης χρησιµοποιούν οξυγόνο 
από την ατµόσφαιρα για τη διεργασία αποσύνθεσης. Θεωρείστε ότι ένα επίπεδο 
στρώµα οργανικής ύλης µε πάχος L=1,6 cm έχει τοποθετηθεί πάνω σε µια πλά-
κα σκυροδέµατος (αδιαπέραστο στρώµα). Το πάνω µέρος του στρώµατος οργανι-
κής ύλης είναι εκτεθειµένο σε ατµοσφαιρικό αέρα, και  διατηρείται µια σταθερή συ-

γκέντρωση  οξυγόνου, c
A0 , στη διεπιφάνεια οργανικής ύλης-αέρος. Ο συντελεστής 

διάχυσης οξυγόνου (Α) στην οργανική ύλη (Β) είναι DAB  και ο ρυθµός κατανά-

λωσης του οξυγόνου από τις βιοχηµικές αντιδράσεις δίνεται από τη σχέση 

R
A
= −λ1cA . Να υπολογιστεί η τιµή της κανονικοποιηµένης συγκέντρωσης c

A
/c

A0  στο 

ήµισυ του πάχους της οργανικής ύλης (z=L/2) αν ο λόγος λ1 /DAB = 400  m-2. 

 
Λύση : 
 
Το συγκεκριµένο πρόβληµα που απεικονίζεται στο Σχήµα Π4.8 µαθηµατικά είναι ένα 
πρόβληµα διάχυσης µε οµογενή αντίδραση, για το οποίο γνωρίζουµε ότι η κατανοµή 
της συγκέντρωσης οξυγόνου εντός της οργανικής ύλης περιγράφεται από τις σχέ-
σεις (4.74) και (4.81): 

 

cA

cAs

= 
cosh m L-z( )
cosh mL
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                               m =
λ1
D

AB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

= 400
m2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2

= 400
m2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2

= 30
m

                               

 

 
 
Σχήµα Π4.8: Διάχυση οξυγόνου σε οργανική ύλη που περιέχει βακτήρια τα οποία 
καταναλώνουν το οξυγόνο. 
 

Εποµένως η κανονικοποιηµένη συγκέντρωση c
A
/c

A0  υπολογίζεται µε m=30 m, 

L=0,016 m και z=0,008 m ως εξής: 
 

cA

cAs

=  
cosh 30/m( ) 0,016-0,008( )m⎡⎣ ⎤⎦

cosh 30/m( ) 0,016 m( )⎡⎣ ⎤⎦
=  

cosh 0,24[ ]
cosh 0,48[ ] =

1,029
1,117

 

 

⇒  
cA

cAs

=  0,921     •  

 
Παράδειγµα 4.9 

Το πρόβληµα της µεταφοράς οξυγόνου (είδος Α) σε µια βιολογική µεµβράνη (είδος Β) 
µπορεί να προσεγγιστεί θεωρώντας ότι η µεµβράνη είναι ένας επίπεδος τοίχος πά-
χους L, η γραµµοµοριακή συγκέντρωση cA(0) του οξυγόνου στην εξωτερική επιφάνεια 
(x=0), διατηρείται σταθερή και η απορρόφηση του οξυγόνου από τη µεµβράνη µπορεί 
να θεωρηθεί ότι διατηρεί µια σταθερή συγκέντρωση cA(L) του οξυγόνου στην εσωτε-
ρική επιφάνεια (x=L) της µεµβράνης, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα Π4.9. Υπάρχει 
κατανάλωση οξυγόνου στη βιολογική µεµβράνη λόγω µεταβολικών διεργασιών, και η 
οµογενής αντίδραση είναι µηδενικής τάξης, µε ρυθµό rA=-λ0. Να αναπτύξετε µια µαθη-
µατική έκφραση για την κατανοµή της συγκέντρωσης οξυγόνου στη µεµβράνη.  
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Σχήµα Π4.9: Μεταφορά οξυγόνου σε µια βιολογική µεµβράνη πάχους L. 
 
Λύση : 
 
Το ισοζύγιο µάζας για το οξυγόνο στη µεµβράνη είναι:  
 

NA( )x=0 S − NA( )
x+Δx=L

S + rAV = 0

rA= − λ0

V=S Δx

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒  − Δx
NA( )

x+Δx=L
− NA( )x=0

⎡
⎣

⎤
⎦S

Δx
− λ0 S Δx( )=0

 

 
Παίρνοντας το lim Δx→ 0 δίνει τη διαφορική εξίσωση:  

 

dNA

dx
 +λ0= 0

N
A
=JA= −DAB

dcA

dx

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒  −DAB

d2cA

dx2 +λ0= 0  

 

⇒
d2cA
dx2

−
λ0

DAB

= 0 ⇒  
dcA

dx
 = 

λ0

DAB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ x+Ω1  

 

                                         ⇒  cA  = 
λ0

2DAB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ x2+Ω1x+Ω2                                       (Π1) 

 
Οι σταθερές Ω1 και Ω2 βρίσκονται µε την εφαρµογή των οριακών συνθηκών: 

 

                                                x = 0 :      c
A
= c

A
0( )                                          (Π2) 

 

                                                 x = L :      c
A
= c

A
L( )                                         (Π3) 

 
Εφαρµόζοντας τη οριακή συνθήκη (Π2) στην εξίσωση (Π1) βρίσκεται η σταθερά Ω2: 

  

                                                          Ω2=cA 0( )                                               (Π4)
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Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (Π1) και (Π4) και εφαρµόζοντας την οριακή συνθήκη 
(Π3) προσδιορίζεται η σταθερά Ω1: 

 

cA L( )  = 
λ0

2DAB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ L2+Ω1L+cA 0( )   

 

                                          ⇒  Ω1 = 
cA L( ) − cA 0( )

L
−

λ0L
2DAB

                                  (Π5) 

 
Αντικαθιστώντας τις σταθερές Ω1 και Ω2 στην εξίσωση (Π1) προκύπτει η σχέση που 
περιγράφει την κατανοµή της συγκέντρωσης οξυγόνου στη βιολογική µεµβράνη: 
 

cA x( )= λ0

2DAB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ x2+

cA L( ) − cA 0( )
L

−
λ0L
2DAB

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
x+cA 0( )  

 

⇒ cA x( )= λ0

2DAB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ x x − L( )+ cA L( ) − cA 0( )⎡

⎣
⎤
⎦
x
L
+cA 0( )      •  

 
 

 

4.10 Διάχυση µε χηµ ική αντίδραση µέσα σε πορώδη 
καταλύτη 
 
Εξετάζουµε την περίπτωση διάχυσης και αντίδρασης της οργανικής ένωσης Α µέσα 
σε πορώδη καταλύτη, όπου ισχύουν οι εξής παραδοχές: (1) η καταλυτική αντίδραση 
είναι ετερογενής, (2) η αντίδραση που λαµβάνει χώρα ( Α→Β ) είναι αντίδραση ισο-
µερισµού, δηλαδή το Α και το Β έχουν ίδιο µοριακό τύπο αλλά διαφορετικούς τρόπους 
που συνδέονται τα άτοµα του άνθρακα µεταξύ τους (διαφορετικές ανθρακικές αλυσί-
δες), (3) οι πόροι του καταλύτη είναι στενοί κύλινδροι όπου διαχέεται η ένωση Α και 
αντιδρά στην επιφάνεια των τοιχωµάτων του πόρου, ακολουθώντας κινητική πρώτης-

τάξης ( −rA = λ1cA , όπου rA [M/L2t] είναι ο ρυθµός κατανάλωσης της ένωσης Α για 

την ετερογενή αντίδραση και λ1 [L] είναι ο συντελεστής του ρυθµού αντίδρασης), 
όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.18, και (4) η ένωση Α είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη 
ακτινικά στον πόρο και η συγκέντρωσή του µεταβάλλεται µόνο κατά µήκος του πό-
ρου. 
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Σχήµα 4.18: Κυλινδρικός πόρος καταλύτη µε ακτίνα R [L], µήκος L [L] και σταθερή 
συγκέντρωση στην είσοδο του πόρου cA0 . 

 
 
Βάσει του Σχήµατος 4.18, το ισοζύγιο µάζας για την ένωση Α στο στοιχειώδη όγκο 
ελέγχου µέσα στο εσωτερικό του πόρου µε ακτίνα R [L], περιφέρεια P [L] και επιφά-
νεια όγκου ελέγχου S [L2] διαµέσου της οποίας µεταφέρεται η ένωση Α, για συνθήκες 
µόνιµης κατάστασης δίνεται από τη σχέση:  
 

Ν
Α
S( )

z
− Ν

Α
S( )

z+Δz
+ PΔz( )rA = 0 

                                          S=πR2

                                         P=2πR
                                      − r

A
=λ1cA

⎫

⎬

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

  

 
⇒ πR2 Ν

Α( )z − πR2 Ν
Α( )z+Δz

+ 2πRΔz( ) −λ1cA( ) = 0

 
 

                                   
⇒ −

R Ν
Α( )z+Δz

− Ν
Α( )z

⎡
⎣

⎤
⎦

Δz
− 2λ1cA

= 0                             

 
Στο όριο lim  Δz → 0  η παραπάνω σχέση µετατρέπεται σε διαφορική εξίσωση η οποία 
έχει την παρακάτω λύση: 
 

dΝ
Α

dz
+ 2
R
λ1cA

= 0 

   Ν
Α
= −DAB

dc
Α

dz

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

 ⇒  d
dz

−DAB

dc
Α

dz

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

2
R
λ1cA

= 0  

 

⇒  
d2cA
dz2

−
2λ1
RDAB

cA=0  

 

                                      ⇒  cA= Ω1e
−mz +Ω2e

+mz                                      (4.88) 

 
όπου Ω1 και Ω2 είναι σταθερές οι οποίες πρέπει να υπολογιστούν, και για µαθηµατική 
διευκόλυνση ορίσθηκε η εξής µεταβλητή: 
 

                                             
m =

2λ1

RDAB

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

                                         (4.89)  

 
Οι σταθερές Ω1 και Ω2 βρίσκονται από τις ακόλουθες οριακές συνθήκες:

  

 

                                            z=0: cA= cA0
                                           (4.90)  

 

                                            z=L: cA= cAL
                                           (4.91)  

 
H οριακή συνθήκη (4.90) υποδηλώνει ότι η συγκέντρωση της ένωσης Α στην είσοδο 
του πόρου είναι σταθερή και ίση µε cA0

και η συνθήκη (4.91) ότι η συγκέντρωση της 

ένωσης Α στην έξοδο του πόρου είναι σταθερή και ίση µε cAL
. Εφαρµόζοντας τις 

συνθήκες (4.90) και (4.91) στην (4.89) προκύπτουν οι σχέσεις:  
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                                            cA0
= Ω1+Ω2                                             (4.92)

 
 
                                         cAL

= Ω1e
−mL+Ω2e

+mL                                      (4.93)
 

 
Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.92) στην (4.93) προκύπτει: 

 
cAL

= cA0
−Ω2( )e−mL+Ω2e

+mL
 ⇒  Ω2 e+mL −e−mL( ) = cAL

−cA0
e−mL  

 

                                      ⇒  Ω2=
cAL

−cA0
e−mL

e+mL −e−mL                                         (4.94)  

 
Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.94) στην (4.92) προκύπτει η σταθερά Ω1: 

 

                                     Ω1= cA0
−

cAL
−cA0

e−mL

e+mL −e−mL                                        (4.95)  

 
Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (4.94) και (4.95) στην (4.93) προκύπτει: 

 

cA= cA0
e−mz −

cAL
−cA0

e−mL

e+mL −e−mL

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟e

−mz +
cAL

−cA0
e−mL

e+mL −e−mL

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟e

+mz  

                                                   sinh  x=
ex −e−x

2

⎫

⎬

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

 

 

⇒ cA= cA0
e−mz −

cAL
−cA0

e−mL

2sinh  mL

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟e

-mz +
cAL

−cA0
e−mL

2sinh  mL

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟e

+mz  

 

⇒ cA= cA0
e−mz emz −e-mL

emz −e-mL

2sinh mL
! "# $#

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
−

cAL
e−mz −cA0

e−m L+z( )

2sinh  mL
+

cAL
e+mz −cA0

e−m L−z( )

2sinh  mL
 

 

⇒ cA= cA0

e+m L-z( ) − e-m L-z( ) + e-m L-z( ) −e-m L-z( )

2sinh  mL

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
+cAL

e+mz −e-mz

2sinh  mL

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 

 

                           ⇒ cA= cA0

sinh  m L-z( )
sinh  mL

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+cAL

sinh  mz
sinh  mL

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
                         (4.96) 

 
όπου το m δίνεται από την εξίσωση (4.89). Η παραπάνω εξίσωση περιγράφει την 
κατανοµή της συγκέντρωσης του συστατικού Α κατά µήκος του πόρου. 
 
Η συµπεριφορά της αναλυτικής λύσης για διάχυση και αντίδραση συστατικού Α µέσα 
σε πορώδη καταλύτη (4.96) απεικονίζεται στο Σχήµα 4.19. Παρατηρούµε ότι η συ-
γκέντρωση του διαχεόµενου συστατικού Α µέσα στον κυλινδρικό πόρο του καταλύτη 

αυξάνει µε την αύξηση του συντελεστή µοριακής διάχυσης (DAB ) και µε την ελάττω-

ση του συντελεστή ρυθµού αντίδρασης (λ1) και ισούται µε cAL / cA0  στην έξοδο του 

πόρου (z=L).  
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Σχήµα 4.19: Συµπεριφορά της αναλυτικής λύσης (4.96) συναρτήσει του βάθους του 
πορώδη καταλύτη για διάφορες τιµές του λόγου λ1/DAB  [1/m2] και σε όλες τις περι-

πτώσεις R=0,01 m, L=0,02 m  και cAL / cA0 =0,1.

 
 
Ο ρυθµός αντίδρασης, WA, σε κάθε πόρο ισούται µε το ρυθµό µεταφοράς, ΝΑS, του 
συστατικού Α στο άνοιγµα του πόρου: 
 

                                          

   W
Α
= Ν

Α( )z=0
S 

   Ν
Α
= −DAB

dc
Α

dz

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

 ⇒  W
Α
= −SDAB

dc
Α

dz
z=0

                         (4.97) 

 
Από την αναλυτική λύση (4.96) βρίσκεται η παράγωγος της συγκέντρωσης cA ως 
προς το z και υπολογίζεται στο z=0 ως εξής: 
 

dcA

dz
= cA0

cosh  m L −z( )
sinh  mL

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
−m( )+cAL

cosh  mz
sinh  mL

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
m( )

 
 

⇒
dcA

dz z=0

= −mcA0

cosh  mL
sinh  mL

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟+

mcAL

sinh  mL
 

 
Αντικατάσταση της παραπάνω εξίσωσης στην (4.97) δίνει το ρυθµό αντίδρασης του 
συστατικού Α: 

 

                                                    
W

Α
=

mSDAB

sinh  mL
cA0

cosh  mL − cAL
( )                             (4.98)

 
 

όπου το m ορίζεται στην εξίσωση (4.89).  
 
 
 

4.11 Ροή υγρού υµένα 
 
Επειδή υπάρχουν πολλά περιβαλλοντικά προβλήµατα όπου µεταφορά µάζας διεξάγε-
ται σε υγρούς υµένες, είναι απαραίτητο να µελετήσουµε πρώτα τη ροή υγρού υµένα 
(flow in a falling film). Εδώ εξετάζουµε την περίπτωση στρωτής, ιξώδους, µονοδιά-
στατης, πλήρως ανεπτυγµένης ροής υγρού σε κεκλιµένη επιφάνεια µήκους L [L] και 
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πλάτους W [L], µε κλίση θ [°] ως προς το οριζόντιο επίπεδο, όπως φαίνεται στο 
Σχήµα 4.20. Επίσης θεωρούµε συνθήκες µόνιµης κατάστασης και ότι η επίδραση των 
άκρων είναι αµελητέα, δηλαδή το  πάχος του υγρού υµένα δ [L] είναι πολύ µικρότερο 
των διαστάσεων L και W της κεκλιµένης επιφάνειας. Βάσει των παραδοχών αυτών εί-

ναι αυτονόητο ότι η ροή είναι µονοδιάστατη (u
x
= u

y
= 0)

 
δηλαδή η µοναδική συνιστώ-

σα της ταχύτητας του υγρού που δεν είναι µηδέν είναι στην κατεύθυνση z (u
z
≠ 0)

 
και 

προφανώς λόγω του ιξώδους το ρευστό δεν ολισθαίνει πάνω στην επιφάνεια του 
στερεού και η ταχύτητα  είναι συνάρτηση της συντεταγµένης x: 
 

                                                          
u
x
= 0,  u

y
= 0,  u

z
= u

z
x( )                                     (4.99) 

 
όπου ux, uy και uz [L/t] είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας του υγρού στις κατευθύν-
σεις x, y, και z, αντίστοιχα. Στην ελεύθερη επιφάνεια η πίεση είναι σταθερή και ίση µε 
την ατµοσφαιρική. Μόνο η υδροστατική πίεση που ασκείται στην κατεύθυνση z µετα-
βάλλεται γραµµικά ως προς το βάθος του ρευστού υµένα: 
  

                                                                      
P = P

z
x( )                                               (4.100) 

 
Επίσης επειδή ux,=uy=0, οι µόνες µη-µηδενικές συνιστώσες του τανυστή της διατµητι-
κής τάσης είναι:  
 

                                                
τ
xz
= τ

zx
= µ

du
z

dx
+

dux

dz

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = µ

du
z

dx

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟                               (4.101) 

 
Το ισοζύγιο συνολικής ορµής, Φ [M⋅L/t], στην κατεύθυνση (διεύθυνση ροής) σε µόνι-
µη κατάσταση είναι: 
 

Ρυθµός

εισροής

ορµής

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
−

Ρυθµός

εκροής

ορµής

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
+

   Ρυθµός
παραγωγής

    ορµής

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=

     Ρυθµός
συσσώρευσης

      ορµής

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= 0  

 

⇒ LW Φ
xz( )

x
− Φ

xz( )
x+Δx

⎡
⎣

⎤
⎦ +WΔx Φ

zz( )
z=0

− Φ
zz( )

z=L
⎡
⎣

⎤
⎦ + LWΔx( )ρgcosθ = 0  

 
Θεωρούµε ότι η συνολική ορµή περιλαµβάνει και τις επιφανειακές δυνάµεις 
(διατµητική τάση και πίεση), ο ρυθµός παραγωγής ορµής περιλαµβάνει το άθροισµα 
των εσωτερικών δυνάµεων που δρούν στο στοιχειώδη όγκο ελεγχου (δύναµη της 
βαρύτητας). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η ορµή που εισέρχεται στο z=0 είναι ίδια µε 
αυτή που εξέρχεται στο z=L, γιατί η συνεισφορά του P=Pz(x) είναι ίδια στο z=0 και 
στο z=L. Εποµένως, διαιρώντας δια LWΔx την παραπάνω εξίσωση και παίρνοντας το 
όριο lim  Δz → 0  προκύπτει: 
 

⇒ −
Φ

xz( )
x+Δx

− Φ
xz( )

x

Δx

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+

Φ
zz( )

z=0
− Φ

zz( )
z=L

L

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+ ρgcosθ = 0  

 

                                                               ⇒
∂Φ

xz

∂x
= ρgcosθ                                        (4.102)
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Σχήµα 4.20: Ροή υγρού υµένα σε κεκλιµένη επιφάνεια µήκους L [L] και πλάτους  w 
[L], η οποία σχηµατίζει γωνία θ (°) µε την κατεύθυνση της βαρύτητας. Επίσης απεικο-
νίζονται οι συνιστώσες της συνολικής ορµής και το σύστηµα συντεταγµένων ως προς 
το οποίο ανάγεται η κίνηση του ρευστού (τροποποιηµένο σχήµα από τους Bird et al. 
2002, p. 42).

 

 

Σύµφωνα µε το Σχήµα 4.20, η συνολική ορµή Φxz  ορίζεται ως εξής (Bird et al. 2002, 

p. 36):  
  

                                                                     Φ
xz

= ρu
x
u
z
+ τ

xz
                                      (4.103) 

 

και η πρώτη παράγωγος της Φxz  ως προς τη συντεταγµένη x είναι:  
 

                                                                      
∂Φ

xz

∂x
=
∂τ

xz

∂x
                                           (4.104)  

 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.102) και (4.104) και ολοκληρώνοντας προκύπτει η 
σχέση για τη διατµητική τάση:  

 
∂τ

xz

∂x
= ρgcosθ  

 
                                                            ⇒ τ

xz
= ρgcosθ( )x +Ω1                                   (4.105)

 
 
όπου η σταθερά Ω1 βρίσκεται από την οριακή συνθήκη: 
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                                                                     x = 0 :  τ
xz

= 0                                          (4.106) 

 
Εφαρµόζοντας την οριακή συνθήκη (4.106) στην εξίσωση (4.105) προκύπτει ότι: 
 

                                                                           Ω1 = 0                                                (4.107) 

 
Αντικατάσταση της σταθεράς Ω1 στην εξίσωση (4.105) και χρησιµοποίηση του ορι-
σµού της διατµητικής τάσης οδηγεί στη παρακάτω σχέση για την ταχύτητα uz: 
 

τ
xz

= ρgcosθ( )x 

        τ
xz

= −µ
du

z

dx

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

 ⇒  
du

z

dx
= −

ρgcosθ( )x
µ

 

 

                                                         ⇒  u
z
= −

ρgcosθ( )x2
2µ

+Ω2                                 (4.108)  

 
Για να βρεθεί η σταθερά Ω2 πρέπει να χρησιµοποιηθεί η οριακή συνθήκη που περι-
γράφει τη µη-ολίσθηση: 
 

                                                                     x = δ :  u
z
= 0                                           (4.109)  

 
Εφαρµόζοντας την οριακή συνθήκη (4.109) στην εξίσωση (4.108) βρίσκεται η στα-
θερά Ω2: 
 

                                                                  Ω2 =
ρgcosθ( )δ2

2µ
                                      (4.110) 

 
Αντικαθιστώντας τη σταθερά Ω2 στην εξίσωση (4.108), η σχέση που περιγράφει την 
ταχύτητα uz παίρνει τη µορφή:  
 

                                                             u
z
= ρgδ2 cosθ

2µ
1− x

δ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
                               (4.111) 

 
Η παραπάνω εξίσωση περιγράφει την κατανοµή της ταχύτητας uz συναρτήσει της συ-
ντεταγµένης x. Η ταχύτητα uz έχει µια παραβολική κατανοµή και η διατµητική τάση µια 
γραµµική κατανοµή όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.21. 
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Σχήµα 4.21: Παραβολική κατανοµή ταχύτητας και γραµµική κατανοµή της διατµητι-
κής τάσης σε υγρό υµένα που ρέει επάνω σε κεκλιµένη επιφάνεια (τροποποιηµένο 
σχήµα από τους Bird et al. 2002, p. 45).

 

 

4.11.1 Μέγιστη ταχύτητα  
Βάσει του Σχήµατος 4.20 είναι προφανές ότι η µέγιστη ταχύτητα του υγρού βρίσκεται 
στη διεπιφάνεια υγρού-αέρα, δηλαδή στο x=0. Εποµένως, η εξίσωση που δίνει τη µέ-
γιστη ταχύτητα uz,max βρίσκεται από την εξίσωση (4.111) µε x=0:  
 

                                                                  u
z,max

=
ρgδ2 cosθ

2µ
                                     (4.112) 

 
4.11.2 Μέση ταχύτητα  
H µέση ταχύτητα του υγρού υπολογίζεται µε κλασικές µεθόδους ως εξής:  
 

                                              u
z
=

u
z
dx

0

δ

∫ dy
0

W

∫
dx

0

δ

∫ dy
0

W

∫
=

W u
z
dx

0

δ

∫
Wδ

= u
z

dx
δ0

δ

∫                       (4.113) 

 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.111) και (4.113) και αλλάζοντας µεταβλητές (x=x/δ, 
dx=δ d(x/δ), dx/δ=d(x/δ)) προκύπτει: 
 

u
z
= ρgδ2 cosθ

2µ
1− x

δ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
d

x
δ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟0

1

∫  

 

⇒ u
z
= ρgδ2 cosθ

2µ
1− 1

3
x
δ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

0

1⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

 

 

⇒ u
z
= ρgδ2 cosθ

2µ
1− 1

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

 

                                                             ⇒ u
z
= ρgδ2 cosθ

2µ
2
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

                                   (4.114) 
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Η παραπάνω εξίσωση για τη µέση ταχύτητα σε συνδυασµό µε τη µέγιστη ταχύτητα 
uz,max (4.112) παίρνει τη εξής µορφή: 
 

                                                                       u
z
= 2
3
u
z,max

                                           (4.115) 

 
4.11.3 Πάχος υγρού υµένα  
Το πάχος του υγρού υµένα βρίσκεται συναρτήσει της µέσης ταχύτητας από την εξί-
σωση (4.114) ως εξής:  
 

                                                  δ =
3µu

z

ρgcosθ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

                                       (4.116) 

 
 

4.12 Μεταφορά µάζας µε εξαναγκασµένη συναγωγή 
 
Ένα κλασικό παράδειγµα µεταφοράς µάζας µε εξαναγκασµένη συναγωγή είναι η πε-
ρίπτωση διάχυσης µιας ουσίας σε ένα ρέοντα υγρό υµένα. Θεωρούµε ότι ένα διαλυτό 
αέριο Α απορροφάται από έναν υγρό υµένα Β που πέφτει ρέοντας εφαπτοµενικά σε 
µια κατακόρυφη πλάκα µε µήκος  L [L] και πλάτος W [L]. Ο υµένας έχει σταθερό πά-
χος, δ [L], κινείται (πέφτει) µε στρωτή ροή και το πεδίο ταχυτήτων παραµένει ανεπη-
ρέαστο από τη διάχυση. Όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.22, εξαιτίας της ροής και 
της παραβολικής κατανοµής της ταχύτητας του υγρού υµένα η συγκέντρωση του Α, 
cA [M/L3], µέσα στον υγρό υµένα µεταβάλλεται µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες x 
και z. Εποµένως, για το ισοζύγιο µάζας ο απαραίτητος στοιχειώδης όγκος ελέγχου 
προκύπτει από τη τοµή δύο φετών πάχους Δx και Δz. 
 
Το ισοζύγιο µάζας του Α στον όγκο ελέγχου ΔxΔzW είναι: 
 

WΔx Ν
Α(z)( )

z
−WΔx Ν

Α(z)( )
z+Δz

+WΔz Ν
Α(x)( )

x
−WΔz Ν

Α(x)( )
x+Δx

= 0
 

 
Διαιρώντας µε LWΔx την παραπάνω εξίσωση και παίρνοντας τα όρια lim  Δx → 0  και 
lim  Δz → 0  προκύπτει:  

 

                                                                     
∂Ν

Α(z)

∂z
=
∂Ν

Α(x)

∂x
                                        (4.117)  
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Σχήµα 4.22: Απορρόφηση αέριου Α σε ρέοντα υγρό υµένα επάνω σε κατακόρυφη 
πλάκα. Επίσης απεικονίζονται η παραβολική κατανοµή ταχύτητας του υγρού υµένα 
και το σύστηµα συντεταγµένων ως προς το οποίο ανάγεται η κίνηση του ρευστού. 
 
Βάσει της θεωρίας διάχυσης χωρίς χηµική αντίδραση από επιφάνεια σε καρτεσιανές 
συντεταγµένες γνωρίζουµε ότι οι εξισώσεις για τις γραµµοµοριακές παροχές (4.4) 
στις κατευθύνσεις x και z για το συγκεκριµένο πρόβληµα γράφονται ως εξής:  
 

                                          
Ν

Α(z)
= −DAB

dcA
dz

+ x
A
N

A(z)
+N

B(z)
⎡
⎣

⎤
⎦ ≈ c

A
u
z
x( )                      (4.118)

 
 

                                        
Ν

Α(x)
= −DAB

dcA
dx

+ x
A
N

A(x)
+N

B(x)
⎡
⎣

⎤
⎦ ≈ −DAB

dcA
dx

                    (4.119) 

 
Οι απλοποιήσεις στις εξισώσεις (4.118) και (4.119) προκύπτουν από το σκεπτικό ότι 
στη z-κατεύθυνση το Α κινείται κυρίως λόγω της ροής του υµένα και θεωρούµε τη δι-
άχυση αµελητέα, ενώ στη x-κατεύθυνση το Α µεταφέρεται κυρίως λόγω διάχυσης και 
ότι η µεταφορά του Α εγκάρσια στον υγρό υµένα µε συναγωγή είναι αµελητέα. 
 
Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (4.118) και (4.119) στην (4.117) προκύπτει: 
 

                                                  u
z

∂c
Α

∂z
=DAB

∂2c
Α

∂x2
                                      (4.120) 

 
Από τη θεωρία ροής υγρού υµένα γνωρίζουµε ότι: 
 

                                               u
z
= u

z,max
1− x

δ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
                                     (4.121) 

 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.120) και (4.121) προκύπτει: 
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                                         u
z,max

1− x
δ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
∂c

Α

∂z
=DAB

∂2c
Α

∂x2
                            (4.122) 

 
Για το φυσικό πρόβληµα του Σχήµατος 4.22, η επίλυση της παραπάνω µερικής 
διαφορικής εξίσωσης απαιτεί τις ακόλουθε οριακές συνθήκες: 
 

                                                                        z = 0 :  c
A
= 0                                        (4.123) 

 

                                                                       x = 0 :  c
A
= c

A0
                                     (4.124) 

 

                                                                       x = δ :  
∂c

A

∂x
= 0                                      (4.125) 

 
H οριακή συνθήκη (4.123) υποδηλώνει ότι στην είσοδο ροής (z=0) η συγκέντρωση 
του αερίου Α στον υγρό υµένα είναι µηδενική. Η οριακή συνθήκη (4.124) υποδηλώ-
νει ότι στη διεπιφάνεια αέρα-υγρού υµένα η συγκέντρωση του αέριου Α είναι σταθε-
ρή, cΑ0

 [M/L3], και ίση µε τη µέγιστη δυνατή συγκέντρωση (συγκέντρωση κορεσµού). 

Η συνθήκη (4.124) περιγράφει ότι η πλάκα είναι αδιαπέραστη. Η αναλυτική λύση του 
µαθηµατικού προβλήµατος που ορίζεται από τις εξισώσεις (4.122)-(4.125) έχει βρε-
θεί από τους Johnstone and Pigford (1942) και είναι η εξής:   
 

                
c
Α(L)

c
Α0

= 0,7857e−5,1213Λ + 0,1001e−39,318Λ + 0,03500e−105,64Λ + 0,0181e−204,75Λ     (4.126) 

 
όπου cA(L) είναι η συγκέντρωση του Α στον υγρό υµένα στην έξοδο ροής (z=L), και 
το αδάσταο µέγεθος Λ [-] ορίζεται από τη σχέση: 
 

                                                                       Λ =
D

AB
L

δ2u
z,max

                                          (4.127) 

 
Για την οριακή περίπτωση που ο λόγος L/uz,max είναι µικρός ή αντίστοιχα θεωρώντας 
ότι το βάθος διείσδυσης του αερίου Α είναι µικρό, δηλαδή το Α φτάνει στην στερεά 
πλάκα (x=δ) και στο µικρό βάθος διείσδυσης ο υγρός υµένας κινείται µε σταθερή τα-
χύτητα uz,max, η µερική διαφορική εξίσωση (4.122) και οι οριακές συνθήκες (4.123)-
(4.25) απλοποιούνται ως εξής:  
 

                                                 u
z,max

∂c
Α

∂z
=DAB

∂2c
Α

∂x2
                                  (4.128) 

 
                                                                        z = 0 :  c

A
= 0                                        (4.129) 

 
                                                                       x = 0 :  c

A
= c

A0
                                     (4.130) 

 
                                                                       x → ∞ :  c

A
= 0                                       (4.131) 
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Η αναλυτική λύση του µαθηµατικού προβλήµατος που ορίζεται από τις εξισώσεις 
(4.128)-(4.131) βρίσκεται µε µετασχηµατισµούς Laplace ως προς το z και είναι η 
εξής: 
 

                                               
c
Α

c
Α0

= erfc
x
2

u
z,max

D
AB
z

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
                                (4.132) 

 
όπου erfc(⋅)=1-erf(⋅) είναι η συµπληρωµατική συνάρτηση σφάλµατος. 
 
Γνωρίζοντας την κατανοµή της συγκέντρωσης cA, ο τοπικός ρυθµός µεταφοράς 
µάζας του Α, ΝΑ, στο ρέοντα υγρό υµένα (x=0) βρίσκεται συνδυάζοντας τις εξισώσεις 
(3.75), (4.119) και (4.132) ως εξής: 
 

cA = cA0
erfc x

2
uz,max

DABz
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1/2⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

NA(x=0) ≈ −DAB
dcA

dx x=0

d
dx

erfc(u) =  − 2
π

exp −u2⎡⎣ ⎤⎦
du
dx

 

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

 ⇒  NA(x=0) =DAB
2cA0

π
exp − x2

4
uz,max

DABz
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
× 1

4
uz,max

DABz
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

1/2

 

 

                                   ⇒  NA(x=0) = cA0
DABuz,max

πz
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

                                (4.133) 

 
Βάσει της παραπάνω εξίσωσης, είναι προφανές ότι ο τοπικός ρυθµός µεταφοράς 
µάζας του Α είναι συνάρτηση του z. Εποµένως, o ολικός ρυθµός µεταφοράς µάζας, 
WA, διαµέσου της διεπιφάνειας υγρού υµένα (S=LW) µε µήκος L και πλάτος W στο 
x=0 δεν ισούται µε το γινόµενο SΝΑ, όπως ορίζεται στην εξίσωση (4.3), αλλά βρίσκε-
ται ολοκληρώνοντας την εξίσωση (4.133):  

 

W
A
=   NA(x=0) dzdy

0

L

∫
0

W

∫ = WcA0
DABuz,max

π

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2
1
z
dz

0

L

∫  

 

⇒ W
A
= WcA0

DABuz,max
π

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

2L1/2  

 

                                   ⇒ W
A
= WL

S
! cA0

4DABuz,max
πL

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

                             (4.134) 

 
Παράδειγµα 4.10 

Χλώριο απορροφάται από ένα αέριο σε µια µικρή πειραµατική συσκευή ρέοντα υγρού 
υµένα όπως φαίνεται στο Σχήµα Π4.8. Το ρέον υγρό είναι νερό και κινείται µε µέση 
ταχύτητα u

z
=18 cm/s. Να βρεθεί ο ολικός ρυθµός απορρόφησης του χλωρίου σε 

mol/hr αν ο συντελεστής διάχυσης είναι DCl2 -H2O
= 1,26 × 10−5 cm2/s, το κλάσµα µάζας 

του χλωρίου στην επιφάνεια του υδάτινου υµένα στους 16°C είναι ω
s
=0,00823 g 
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Cl2/g H20, ρH2O
=0,998 g/cm3 και M.B.( )Cl2 =70,91 g/mol. Θεωρήστε ότι στην επιφά-

νεια του υδάτινου υµένα το χλώριο βρίσκεται σε συγκέντρωση κορεσµού και παρα-
βλέψετε την πιθανή χηµική αντίδραση του χλωρίου µε το νερό. 
 

 
Σχήµα Π4.10: Ροή πίπτοντα λεπτού υµένα νερού σε κύλινδρο µε εσωτερική ακτίνα 
r=1,6 cm και µήκος L=15 cm, µε ταυτόχρονη ανοδική ροή αερίου που περιέχει χλώ-
ριο (Τροποποιηµένο σχήµα από τους Bird et al. 2002, p. 569). 
 
Λύση : 
 
Γνωρίζουµε από τις εξισώσεις (4.115) και (4.134) ότι o ολικός ρυθµός απορρόφησης 
(µεταφοράς µάζας) του χλωρίου διαµέσου της διεπιφάνειας του υγρού υµένα δίνεται 
από τη σχέση: 
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Αν η συγκέντρωση του χλωρίου στην επιφάνεια του υδάτινου υµένα είναι ίση µε τη 
συγκέντρωση κορεσµού, τότε: 

c
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cm3              (Π2) 
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Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (Π1) και (Π2) και αντικαθιστώντας τις τιµές των παραµέ-
τρων  υπολογίζεται ο ολικός ρυθµός απορρόφησης του χλωρίου: 
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