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Οδηγίες

• Συµπληρώστε, αµέσως, τα στοιχεία σας στον παραπάνω χώρο και στο έντυπο λύσεων.

• ∆εν επιτρέπεται η χρήση κάποιου ϐοηθήµατος καθώς και των κινητών τηλεφώνων σας.

• Σε όλα τα προβλήµατα πρέπει να ϕαίνεται καθαρά όλη η δουλειά σας.

∆ιαφορετικά το πρόβληµα δεν ϐαθµολογείται.

• Το έντυπο αυτό των εκφωνήσεων των προβληµάτων ϑα παραδοθεί µαζί µε το έντυπο των λύσεων.

∆ιαφορετικά το διαγώνισµα δεν µπορεί να ϐαθµολογηθεί.

• Ο χρόνος του διαγωνίσµατος είναι 2 ώρες και 40 λεπτά.

Πρόβληµα 1: (2,3 µονάδες)

(α) Αποδείξτε τις παρακάτω προτάσεις

1. Εάν για το πίνακα A ∈ Rn,n η διαδικασία της απαλοιφής Gauss χωρίς οδήγηση ολοκληρωθεί µε
επιτυχία, οπότε έχει τη διάσπαση A = LU µε τον κάτω τριγωνικό πίνακα L µε µονάδες στη διαγώνιο
και τον άνω τριγωνικό πίνακα U , τότε δεν µπορεί να υπάρξει άλλη διάσπαση του της ίδιας µορφής.

2. Ο A ∈ Rn,n είναι οµαλός πίνακας εάν και µόνο εάν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα δεν έχει
µηδενική ϱίζα.

3. Ο A ∈ Rn,n είναι ένας οµαλός τριγωνικός πίνακας εάν και µόνο εάν δεν έχει µηδενική τιµή σε ϑέση της
διαγωνίου του.

4. Ο A ∈ Rm,n πίνακας έχει τάξη ίση µε n αν και µόνο αν η µηδενική λύση είναι η µοναδική λύση του
οµογενούς γραµµικού συστήµατος µε πίνακα συντελεστών τον A.

5. Εάν ο A ∈ Rn,n είναι ένας οµαλός και αυτοδύναµος πίνακας τότε είναι ένας µεταθετικός πίνακας.

(ϐ) Να υπολογιστεί το ϕάσµα του πίνακα

A =


−1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 −2 −3 0 0
−4 2 4 0 0
−2 −1 −1 0 1

 .

Πρόβληµα 2: (1,2 µονάδες)

Να ϐρεθούν η τάξη του πίνακα A, µια ϐάση και η διάσταση για τους χώρους στηλών και µηδενοχώρου του,
αν

A =


1 0 −2 0 0 4
−2 0 −2 0 −4 2
2 0 2 0 2 0
2 0 2 0 4 −2

 .



Πρόβληµα 3 :(1,5 µονάδες)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα, µε αγνώστους x1, x2, x3, x4 ∈ R,

x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1

2x1 + x2 − x3 = 2

x1 − x2 + 2x4 = 2

−2x1 + (κ− 1)x4 = κ− 3

(α) Αν ο πίνακας A είναι αυτός των συντελεστών των αγνώστων του παραπάνω γραµµικού συστήµατος να
υπολογιστεί ο µεταθετικός πίνακας P , ο κάτω τριγωνικός πίνακας L και ο άνω τριγωνικός πίνακας U που να
ικανοποιούν την σχέση P A = LU σύµφωνα µε τη διαδιασία της απαλοιφής Gauss µε µερική οδήγηση.
(ϐ) Για ποιες τιµές της παραµέτρου κ ∈ R το παραπάνω σύστηµα έχει µοναδική λύση, για ποιες έχει άπειρες
λύσεις και για ποιες δεν έχει λύση;
(γ) Για την περίπτωση ύπαρξης µοναδικής λύσης ποια είναι αυτή ;

Πρόβληµα 4:(1,3 µονάδες)

΄Εστω ο πίνακας

A =

 0 0 1
0 3 0
1 0 0


(α) Να υπολογιστούν όλα τα ιδιοδιανύσµατα του.
(ϐ) Να υπολογιστεί ο δείκτης κατάστασης του πίνακα A ως προς την ένα νόρµα κάνοντας χρήση του ϑεωρή-
µατος Caley-Hamilton για τον υπολογισµό του αντιστρόφου πίνακα.
Πρόβληµα 5:(1 µονάδα)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα:
5x1 − x2 + x3 = 5

−x1 + 3x2 − x3 = 1

x1 − x2 + 3x3 = 3

Να υπολογιστεί η λύση του παραπάνω συστήµατος κάνοντας χρήση της πιο αποδοτικής µεθόδου επίλυσης.
Πρόβληµα 6:(1,5 µονάδες)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα, µε αγνώστους x1, x2, x3 ∈ R,

4x1 + x2 = 5

2x1 + 4x2 − x3 = 5

−3x2 + 4x3 = 1

(α) Να αποδείξετε ότι η επαναληπτική µέθοδος επίλυσης Jacobi συγκλίνει.
(ϐ)Υπολογίστε την πρώτη προσέγγιση της λύσης του γραµµικού συστήµατος αν το διάνυσµα [0 1 1]T είναι η
αρχική προσέγγιση της.
Πρόβληµα 7:(1,2 µονάδες)

Θεωρούµε τον πίνακα

A =


−1 −2 0 0 4
3 8 0 2 −2
−3 1 −7 1 0
−1 −4 −3 −1 −8
0 6 −1 0 4

 .
(α) Υπολογίστε το αποτέλεσµα της πράξης Ae2 και eT4A αν e2, e4 ∈ R5.
(ϐ) Υπολογίστε την άπειρη νόρµα του πίνακα A καθώς και την νόρµα ένα του αναστρόφου του.
(γ) Υπολογίστε το αποτέλεσµα της πράξης yAx αν x = [1 0 1 0 0]Tκαι y = [0 1 0 0 1].


